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VORWORT. 



Der vorliegende erste Band der Gesammtausgabe von L. Fuchs' Werken 
enthält die achtzehn in den Jahren 1858 — 1875, bis zur Übersiedelung nach 
Heidelberg (April 187 5), veröffentlichten Arbeiten. Diese sind in chrono- 
logischer Reihenfolge treu nach den Originaltexten wieder abgedruckt worden, 
alle irgendwie nennenswerthen Änderungen sind in den den einzelnen Abhand- 
lungen hinzugefügten Anmerkungen angegeben; nur offenbare Druckfehler 
wurden meist stillschweigend berichtigt und für alle in deutscher Sprache 
abgefassten Abhandlungen als einheitliche Orthographie die bis vor kurzem 
im Journal für die reine u. angew. Mathematik üblich gewesene 
durchgeführt. Die Seitenzahlen der Originaldrucke sind immer am äusseren 
Eande derjenigen Zeile zu finden, die das erste Textwort oder Formelzeichen 
der betreffenden Seite des Originals enthält. 

Alle Arbeiten sind theils vor dem Drucke, theiis während desselben einer 
sachlichen Revision unterzogen worden , und zwar die beiden geometrischen Ab- 
handlungen I und II durch HeiTU P. Stäckel, die beiden zahlentheoretischen III 
und IV durch Herrn E.. Dedekind, die Abhandlung XVI durch Herrn A. Hirsch, 
die Übrigen durch den Unterzeichneten, der sich hierbei und bei der Correctur 
des ganzen Bandes der überaus werthvoUen Unterstützung seines Freundes 
L. Heffter zu erfreuen hatte. Die französische Arbeit X wurde durch Herrn 
H. Vogt in sprachlicher Hinsicht revidirt, überdies haben Herr H. Lemke 
und der andere Herausgeber Herr- Richard Fuchs je eine Correctur der Druck- 
bogen gelesen. Allen genannten Herren sei für die von ihnen aus Pietät für 



Hosledby Google 



den dahingeschiedenen Verfasser in selbstlosester Weise übernommene mühe- 
volle Arbeit der herzlichste Dank der Herausgeber ausgesprochen. Ganz be- 
sonders aber drängt es mich, Herrn Geheimrath Dedekind aufs ehrerbietigste 
dafür zu danken, dass er die beiden von ihm revidirten Arbeiten durch die 
Anmerkungen (2) zu HI, S. 66 und zu IV, S. 476), die ich nach seinen An- 
gaben abfassen durfte, erläutert und dadurch das Andenken des ihm be- 
freundeten Verfassers in der schönsten Weise geehrt hat. 

Das freundliche Entgegenkommen der Verlagshandlung, die diese Aus- 
gabe in der vornehmen Ausstattung der gleichfalls von ihr verlegten Werke von 
Weierstrass und E. Scheking durch die altbewährte DiETERicHsche Universitäts- 
Buchdruckerei in Göttingen herstellen lasst, hat es ermöglicht, den vor- 
liegenden Band mit der Reproduction einer im Dezember 1898 in dem Atelier 
von ScHAARWÄcHTER in Berlin angefertigten Photogi'aphie des Verfassers zu 
zieren; das Facsimile der Unterschrift ist dem Manuscripte der Abhandlung 
entnommen, die der Verfasser wenige Wochen vor seinem Hinscheiden zur 
Säcularfeier Abels für die Acta Mathematica geschrieben, der letzten, die 
er noch selbst (am 15, März 1902) zum Drucke befördert hat. 

Klausenburg, im Mai 1904. 

L. Schlesinger. 
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DE SUPBKFICIERUM JJNELS CURVATUKAE. 



Investiganti siipei'ficiermn lineas curvaturae duae praesertim obviae sunt 
aequationes differentiales , altera aequatio differentialis quadratica projectionum 
in piano quodam coordinatorum , altera liaec: 

dx+pd^ (ly + ([ds 

dp dq 

Nonnunquam integratio alterius harmn aequationiim facile effici potest, 
id quod evenit in superficiebns secundi gradus, cylindi'icis , conicis, revolutione 
ortis aliisque, quarum lineae eurvatui'ae ex Ulis aeqtiationibus sponte deteguntnr. 
Sed plerumque singulaiibus artificiis atque problemati cuique aptis optis est, 
quibus ad aequationes illas integrandas perveniatur. In bac dissertatione com- 
plurium superficierum superficieruraqne generum lineas eiirvatuxae explorare 
conati sumus. 

Sed quum genera superficierum rainoris vel majoris sint amplitudinis prout 
aequatio differentialis partialis, qua definiuntur, minoiis vel majovis est ordinis, 
saepe superficierum generi eundem ordinem adscripsitnua , ad quem aequatio 
differentialis pertinet. Loco coefficientium differentialium partialium -t-, -^ etc. 
secundum usitatara' notationem MoNGBianam plerumque scripsimus p, q etc., 
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DE SUPERFICIERüM LINEIS CURVATURAE. 



De genere secundl ordinis superfleieriim, quae devolubiles appellantnr atqae 
aeqnatione rt—s' ~ repraesentantflr. 

Integralem aequationis rt — s'— hoc esse constat systema aequationum: 
(1.) ^ - XTM + pa-oa, 

(2.) XT'a + p = '^'a, 

in quibus per a designatur parametcr indefinitus, per ttk et 9« funetiones 
arbitrariae, atque aequatio (2.) di fferentiando (I .) secundum a accipitur. 
Ex aequationibus (J.) et (2.) sequitur 
(3.) p ^ ^a, q ^ a. 

Aequatio autera differentiaiis proj cctionum linearum curvaturae in piano ipso- 
rum X, ?/ est: 

(4.) y''\(l^q^)s-pqt.]^y'[(l->,q')r-{l+p')i\-[{l^p'')s--p(ir] = 0. 

Ope aequationum (3.) calculo simplici sequitur, in nostro casu aequatio- 
nem (4.) abire in 

Methodus quae sequitur inveniendi lineas curvaturae quamquam ad aequatio- 
nem (5.) ipsam adhiberi poterit, tamen prius aequationem (5.) ad simpliciorem 
reducamus. 

2] Facile enim est intellectu, aequationem (2.), quae est aequatio projectio- 
num linearum generatricium in piano ipsorum x, y, unam seriem linearum 
curvaturae repraesentarc , quaium aequatio differentiaiis est: 
(6.) y' = ~^'a. 

Hac radice aequationis (5.) ex ea sublata, pro altera serie linearum cur- 
vaturae evadit aequatio 

Ex aequatione (2.) sequitur dift'erentiando secundum x (si y et k ut funetiones 
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DE SUrERFICIERUM I.INEIS CURVATURAE. 

ipsius X considerantur) 

dec 



■1/ = -^'« + (tp"«_s^u"«)-^, 
sive secundum (7.) 



sive 

Haec aequatio differentialis intei- 3! et « ex earum est classe, quae ad 
quadratuTas revocaii possunt. Notum enira est, integralem aequationis 

esse 

Itaque ex aequatione (8.) sequitur 



('■) -[/tÄ 






da.e '■^'■" +C\ 



Systema aequatiomim (2.) et (9.) projectiones alterius seiiei liiiearum cuiTaturae 
in piano ipsorum ir, y repraesentat. 

Nonnunquam in specialibns casibus lineas ciarvatiirae qnamquam non 
simpliciore generali methodo, tarnen calculum minorem postulante invenire 
licet, quod irmltis exemplis illustraremns nisi brevitati esset parendum. 



De genere seciinili ordinis, yuod per aeauationem {i+p')s-~pqr = sigmfloatflr 
(de geiieve (1 ^q^)s—pqt = ü). 
Qnura aequatio 
(1.) il+p^)s-pqr = 



etiara ita scribi possit 



äq dp 

'äx 



' 1 + p' ' 
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DE SL'PERi-'lCIERUM LINEIS CUEVATURÄE. 

prima est: 

|Iog(l+i)') = logq + logfy, 
ubi 'fij arbitraria est functio ipsius y, sive 

(2.) i+p=_2'.^"(, = 0. 

Ad integi-andam aequationem (2.) metbodo usi, quam celeb. Lagrangb 
ad integrandas aequationes differentiales partiales primi ordinis primus patefecit, 
celeb. Jacobi ampliticavit, mvenimus: 



(3.) 



\Jl + c' J 9?/ 



ubi c arbitraxius est constans, (u functio arbitraria. 

Atque lioc systema integralis est generalis aequationis differentialis par- 
tialis secundi ordinis (1.). 

Aequatio generalis differentialis linearum curvaturae 

y-^[{l + q-')s~pqt] + !/'[{l + (i')r-(i+p^)l]-[{i+p^}s-pqr\ = 
pro iis snperliciebus , quae aequationi (I.) satisfacinnt , si factorcm 

{l + q')s^pqt 
negligas, hanc accipit formam: 

3] (4.) ''"+^1'=''- 

Ex hac aequatione sequitur primum 

(5.) y' = 0, 

sive 

(6.) y = c'. 

Itaque una series linearum cui-vatui-ae invenitur, si superficies per plana 
secantur, quae piano ipsorum x, s sunt parallela. 

Üt autem alteram seriem linearum curvatui'ae inveniamus ita pergimus. 

ßadice (5.) ex aequatione (4.) sublata reraanet aequatio 

(7.) !,'--i±^'- 

^ ' pq 
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DE SurERflCIEROM LINEIS CUHVATURAE. 9 

Si igitur pro p et g valores ex aequationibus (3.) erutos ponas, accipias 



8.) 



ubi 



J ? 



Eliminetur c inter aequationem (8.) et secundam aequationum (3.), quae 
etiam ita exhiberi licet 

(9.) 
accipitur aequatio 

(10.) 
Si autem ponas 

(11-) fi^ = ^. 

accipias : 

atque aequatio (10.) abit in 

(12.) s = xz+^yy. 

Differentiatione ex aequatlone (]2.) seqnitur 

{x + ^'yy + X^')^' = 0. 
Ex qua sequuntur 

x-i-Zy^'-^yj' = et 
(13.) s" = 0. 

Prima aequatio ad singulai-em pertinet integralem atque liic omittenda est, 
secunda (13.) integratione dat: 

(14.) / = c', 

quo valore ipsius s' in aequatione (]2.) Substitute accipias generalem inte- 
gralem bujus aequationis 

(15.) s = c''ji + c'xc'. 

Itaqne si pro s ipsius valor ex (] 1 .) ponitur, sequitur, aequationem projectio- 
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num lineai'um curvaturae in piano ipsomm x, y esse hanc: 
9,y = c'{x-\-yc') 



Bive 



(16-) /^ = ^'(- + Xc'). 



' ¥1/ 

Quod ad geniis secundi ordinis 
(17.) (x + ^^)s-p(it = 

pertinet, nihil novi praebet. 

Nam perspicuum est hanc aequationem ex aeqnatione (l.) oriri, si x 
cum y commntatur. Itaque etiam integi'alem aequationis (17.) accipias, si in 
aequationibus (3.) x cum y commntatur, atque erunt 

(18.) 




quae re vera easdem superficies repraesentant qnas aequationes (3.), atque si 
hanc formam retinere malis, aequationes linearum curvaturae accipiuntur, si 
in aeqnatione (16.) x cum p commntatur, atqne si pro aeqnatione (6.) x = c' 
scribitur. 



De genere primi ordinis STiperflcierura, qnae caiialicae appellantnr atpe aepatione 

^ +p'+q^ = -^ contittentni', 
4] 8i ß =: <fa curvam in piano ipsornm x, y jacentem repraesentat, quam 
centnim sphaerae cujnsdam constanti radio se moventis describit, superficies 
involvens sive canalica generaliter per hoc systema aequationum repraesentatur; 

(1.) (i-»)' + (!/-?»)'+/ = a-, 

(2.) x — a-\-{y~'!fc)'^'a = 0, 

inter quas, data functione ^, « est eliminandum. 

Primum perspicuum est, quum aequatio (2.) pertineat ad planum per 
sphaerae centrum permeans, quapropter linea characteristica cum circulo quo- 
dam qui maximus dicitur colncidit, lineas characteristicas unam repraesentare 
seriem linearum cm-vaturae. liestat ut altera inveniatur. 
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Differentiatione aequationis (1.) ope aequationis (2.) accipitur: 

— (x — a) —(ii — oa) 

(3.) p = ■■- ^ ■ -- ^-, q = — ^ — ^--^■ 

Äequationem differentialem linearam curvaturae 



in liaiic transigamus formam, quae saepe est utilis: 

'•*■-' dp ~ dfi 

Ex aequationibus (3.) seqmtur 

x-^-ps :^ a, y + q^ = f^ß, 
itaque aequatio (4.) abit in 

(5.) dq^ = <p'«.(?i). 

Ex aequationibus (ü.) seqnitur 

ps + qs'f'K = ~{ix-a) + {ij-fa)f'cc\, 
sive propter äequationem (2.), 

(6.) ps + qs<f'ct = 0. 

Ex aequationibus (5.) et (6.) sequitur 

-~{päp-vqäq) = 0, 

ex qua aequatione factore ~ neglecto sequitur 

(7.) p' + q' ^ c, 

ubi per c constans significatur axbitrarius. Valoribus ex aequationibus (3.) 
substitutis sequitur aequatio 

ex qua elucet, ut , altera linearum curvaturae series accipiatur, necesse esse 
superliciem per plana secari, quae piano ipaorum x, y sunt parallela. 

Sed genus superficierum, quod modo tractaTimus, specialis est casu^ ge- 
neris secundi ordinis, quod nunc traetabimus. lUud sepai'atim non considera- 
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12 DK aUPERFICIERUM LINEIS CUEVATURAE. 

vissemns nisi methodo tarn simpiici absolvi posaet. Generalis autem qai 
sequitur casus quamquam non mirnis simplicem patitur methodum, tarnen 
haec plane est alia nee, ut videbiinua, ad lianc superficierum classem solam 
restriota, Sed prius adhuc annotare liceat nonnulla de connexu, qui esstare 
videtur inter theoriam linearum curvaturae et theoriam involutionis super- 
ficierum. 

Si characteristicae lineae sunt enxvaturae superäcierum involutarum , etiam 
sunt lineae cm-yaturae supei'ficiei involventis, quia utraeque superficies eandem 
habent normalem. Altera serie linearam curvaturae nota aequatio differentialis 
linearum curvaturae linearis solvenda est ut altera inveniatur, sive alia me- 
thodus rei apta adliibenda, cujus in sequentibus dabimus esemplum. 

Vice versa, quum quaevis superficies infinite multis modis ut involvens 
considerari possit superficierum quarundam, si eo perveniii potest, ut saper- 
ficiei datae talis superficierum ab ea involutarum series substituatur, quai-um 
characteristica nota una sit ex earum lineis curvaturae, unam babeas seriem 
linearum curvaturae superficiei datae. Hoc fieri posse ex eo elucet, quod 
vice versa secundum lineas curvaturae cujusvis superficiei infinite multis modis 
duas alias aliasque superficies infinite inter se propinquas atque inter se tan- 
gentes reddere possis. Nihil impedit, quominus altera lineaium cuiTatm-ae 
series eodem modo inveniatur. Quum axitem generaliter in unaquaque super- 
ficie duae tantum linearum curvaturae series exstent, perspicnnm est, problema 
propositura generaliter duas tantum admittere solutiones. 

5] 4. 

De lis sKperficiebTis, ynariim una series liiieamm cMvatarae est plana atque siiigulae 

«um seetioniltus principalibus coincidunt. De geiiere superficierum, quae iiivolvunt 

spliaeram constanti radio ita se moventem, ut centrum curvam ([uainlHtet iii spalio 

sitam descritat. 

I. 

De iis auperficiebus, quarum una series linearum curvaturae est 

plana atque singulae cum sectionibus principalibus coincidunt. 

Notum est elementa lineaiia linearum curvaturae ad series diversas per- 

tinentium se recto angulo secaie atque utrumque in alterutxius sectionis prin- 
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cipalis piano esse situm. Ex quo sequittiir, si linea curvaturae est plana atque 
cum sectione sua priucipali comcidens, elementum alterius lineare planum 
hujus ciu'vae recto angulo secare. 

In superficiebus quas consideramus alteram seriem linearum curvaturae 
hoc affectu imbutam supposuimus , atque eam brevitatis causa primam appel- 
lamus seriem, alteram autem secundam. His positis dieo, si ex secunda serie 
una curva aequatione definita datur, omnes ex ca derivari posse atque sequenti 
modo, 

Curvam planam alii curyae planae paralielam dici notiim est, si puncta 
illius constaiati distantia in normalibus punctorum correspondentium hujus 
sunt sita. Quum ignoremus, num baec definitio in curvas quaslibet in spatio 
sitas extensa sit, dicimus curvam quaralibet in spatio sitam alii esse paralielam, 
si puncta illius constanti distantia in planis normalibus punctorum con-espon- 
dentium hujus, praeterea autem in eadem superficie sunt sita. Perspicuum 
est curvam cuiTae paralielam hoc modo plane esse definitam. 

Praeterea facile sequitur, si curva quaedam (1.) curvae (2.) est parallela 

etiam curvam (2 .) cui'vae ( 1. .) esse paralielam , i.e. utramque in punctis 

correspondentibus idem habere planum normale, Sit enim AB 

elementum curvae (2.), CD elementum correspondens curvae (].), 

quum AC = BD supposuerimus , quantitatibus infinite parvis se- 

cundi ordinis neglectis colligitui- CD pai'all. AB, quapropter CD 

planum normale curvae (2.) recto angulo secat, id quod diximus, 

Sit igitur aequatio unius curvae ex serie quam secundam appellavimus 

quodammodo inventam haec: 

(1.) <p(s:,p,^) = 

atque aequatio superficiei, cujus lineae curvaturae quaeruntur: 
(2.) ««,!,,«) = 0. 

Quaeramns curvam paralielam curvae (1.) constanti distantia c atque in 
superficie (2.) sitam. Aequatio plani normalis curvae (1.) sit 

in qua a et 6 quantitates sunt definitae ex aequationibus (I.) et (2.) eraendae. 
Coordinatis punctorum curvae quaesitae punctis x, y, s correspondentium per 
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14 DE SUPERFICIERÜM LIKEIS CURVÄTURAE. 

x\y\s' significatis, inter x,y,s, x\y',z' has habemus aequationes : 
(3.) a{x'~x) + h{y'~y)^-8'-^ = 0, 

(4.) ^{!^>y,s) = 0, 

(5.) f(.^,y,^) = 0, 

(6.) ix'~xf + {y'~yy + {_^--sf = c\ 

Si inter has x, y, z elimines, invenitur 

(7.) ^(^',j,',/,o) = 0, 

quae cum aequatione f[x\ y', s'') = conjuncta curvam quaesitam determinat. 
Nunc autem facile est visu, curvam (7.) liueam esse curvaturae secundae 
seriei. Nam quum plauum normale curvae (7.) lineam quandam curvaturae 
primae seriei contineat, elementum curvae (7.) eo affectu est imbutum, quo 
e] supra lineas curvaturae aecundae seriei determinatas esse vidi[muB. Itaque 
tota secunda series per aequationem (7.) repraesentatur, si constanti c contüiue 
alios aliosque valores tribuas. 

II. 

De genere superficierum, quae involvunt sphaeram constanti 

radio ita se moventem, ut centrum curvam quamlibet in spatio 

sitam describat. 

Generalis superficierum classis quam modo tractavimus speciale est genus 

quod accipitur, si supei-ficies involvens quaeritur sphaerae constanti radio ita 

se moventis, ut centrum ejus cui-vam quamlibet in spatio sitam describat. 

Nam sint aequationes hujus curvae: 

(1.) C = a, % = <^u, 7j = -j.«, 

aequatio superficiei involventis accipitur, si inter aequationes: 

(2.) {x-<^af^{y-<]^ay^{s-df = r\ 

(3.) (x~'fK)tf'K + (y--!fa)<;^'(e + £-~a = 

cc eüminatur. Eodem autem modo quo in superficiebus canalicis perspicitur, 
lineas characteristicae, quae per aequationes (2.) et (3.) repraesentantur, unam 
constituere seriem linearum curvaturae; quum autem characteristica circulus 
sit maximue sphaerae (2.), normales superficiei involventis in punctis ejus, 
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quia etiam normales sunt sphaerae, in piano characteristico sitae sunt, qua^ 
piopter lineae cliaracteristicae simul sunt lineae curvaturae atque sectiones 
principales , et methodus generalis in I. exhibita ad superficies quas nunc 
tractamus adhiberi potest. Sicuti in I. characteristicas primam dicimus con- 
stituere seriem linearum cnrvaturae, alteram secnndam appellamus. 

Ut aequationem nnius curvae secundae seriei, quae aequationi (1.) in I. 
correspondeat, inveniamus, ita pergimus. 

Aeqnationes lineae rectae, quae planum (3.) in puncto x^y, s recto angulo 
secat, sunt 



Ex quo elueet omnia elementa curvarum seriei secundae, quae 
cbaracteristicam secant, parallela esse ei elemento curvae (1.), ad quod cliarac- 
teristica pertinet. 

Itaque pro omnibus cuivis secundae seriei haberaus 

/. s dx , äy ., 

(4.) dJ-f«' IS = '<•'■ 

Ex aequationibus (2.) et (3.) sequitur 

(5.) p = — ^ ■■■■ ' J ' ■ ' , q = ~^^ — J--^- 

Si porro aequationem difi'erentialem linearum cnrvaturae eadem forma scribi- 
mns qna in superficiebus canalicis 





dp 


dq • 


facile ex aequationibus 


(5.) sequitur 




sive 


p + '?'k 
dp 

!) + ?■» ^ 


9 + f« 
d. 



rdx + sdtf sdx + 

Si loco ipsius -^ ponitur ^, sequitur 

n ) p + '^'a _ g +f« 

^ '^ r'-f'a + s'^'a S'f''(t + t<'j'a' 

quae aequatio ad unam pertinet ex lineis curvaturae secundae seriei. 
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Ut secundum inethoJum generalem in I. ex hac omnes derivemus, iiiter 
lias aequationes 

(3!'-9ffi)'+(/-^ß)=+(^'-ß)' := r\ 

{x'~'aa)f'cc+{y'-'\^cc)'!j'(i + s'-ci = 0, 

^■) ( (^'-^y+(y'-yy+(^'—£iy = c^, 

P + 'f'a _ 2 + '}''« 

?] iC, y^ s, ti eliminandum est, quod quum duobus modis fieri possit, accipimus 
has duas aequationes 

(9.) u) (ai', y, s', c) = 0, y_{x',y',s',c) = 0, 

qiiae secundam seriem lineamm curvaturae repraesentant. 

Adnotandum est aequationem primam in (8.) accipi, si exprimitur punc- 
tum x', y\ z' (ad curvas secundae seriei pertiiiens) in piano normali situm. esse 
curvae (7.), cujus aequatio propter aequationem (4.) est 

pon'o in ultima aequationum (8.) loco p, q, r, s, t valores eorum ex aequatio- 
nibus (2.), (3.), (4.) deiivatoe ponendos esse. Numerus aequationum in nostro 
casu numerum aequationum in I. propterea superat, quod hie etiam « elimi- 
nandum est. Constanti c valores a zero usque ad 2r sunt tribuendi. 



De (liiobns supei'^ciernm geiierilins quormu alterum aeqnatione x-]-sp = cp, alterum 

aetiiiatione x + s^'' = Hp + ^^j) repi'aeseatantnr (de snpei'flciebns cylindricls). 

Forma aequationis differentialis linearum curvaturae supra adhibita 

(1 1 d(x+p0) _ djp + qs) 

^ '^ 'dp dq 

ad inveniendas lineas curvaturae superftcienim generuni 

(2.) x+ Si? = cp, 

(3.) X + 0P = Jiiy + sq), 

ubi c et k sunt constantes, sponte adducit. 
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Integralis aequationis (2,) facile myenitur 

(4.) x^ + z'-2cs + 2i2y = 0, 

ubi cp aibitraria est functio. 

Ex aequationibus (1.), (2.) sequitur 

cdq = ä{y + ([£), 
ex qno 

(5.) cq + c, = ij+s^, 

ubi c^ novus est constans. Atque invetiitur linearum curvaturae unam seriem 
hoc systemate aequationum repraesentari 

\ f'tl + c, = y, 
^ '^ \ x'-\-s'-2sc + 2<f,y = 0. 

Quod ad aequationem (3.) pertinet, methodo iisi LAGHANGEianaj quam 
jam supra in superficiebijs aequatione 

(l + q^)s-~pqt = 

contentis adhibuimus, hanc invenimus ejus integralem 

(7.) *(|:_Hj;_il±£)ii, /„ + s) = 0, 

ubi / novus est constans. 

Aequatio autem (1.) propter (3.) abit in 

äq = hdp, 
ex quo 

(8.) q = hp-'r m, 

ubi m est constans. Inter derivatas aequationis (7.) et aequationem (8.) p et 
g eliminatis accipitur aequatio unius seriei linearum curvaturae. 

Superficierum cylindricarum lineae curvaturae quamquam sunt notae, tamen 
bic adnotare convenit eas e forma aequationis (1.) sponte emanare. 

Sit enim aequatio differentialis superficierum cylindricarum 

(9.) ai? + hq = 1, 

fit 

adp + hdq = , 
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itaqiie ex aequatione (1.) sequitur 

(10.) cc-Vps-Y-{y + qs) = n, 

Tibi n est constans, atque eliminanda erunt p et q inter aeqiTatiotiem (10.) et 
aequationes derivatas aequationis 

ij-hs = f{x-as), 

quae est iiitegralis aequationis (9.), ut lineae curvaturae inveniantur. 

Simul relatio resultat inter superficies cylindricas et supei-ficies (3.). 
Aeqnatio emm (10.) e genere est aequationis (3.), aequatio autem (8.) e ge- 
nere aequationis (9.), ex quo concluditur Hneas curvaturae superficierura (3.) 
accipi, si eae per superficies cylindricas secantiir, iineas antem curvaturae 
superficierum cyliiidricarum accipi, si eae per superficies e genere aequationis 
(3.) secantur. 

8} 6. 

De superflcie quadam generis secundi ordinis aepatlone differentiali s = ü contenti. 

Ex aequatione difi'erentiali 
(1.) s = 

sequitur 

(2.) p = 'i^X, q = ■>(/. 

Ex quo deducitur 
(3.) ^ = fx + f,t/, 

ubi f et f^ duae sunt arbitrariae functiones. 

Aequatio differentialis linearum curvaturae 

transit in hancce: 

(4.) fx.f[i>-f:y-ii''-ij'Ki+n'v}f"x-{i+rx)f:'p]-f;ijrxrx = o. 

Si nunc ex superficiebus (3.) eam quaeras, quae etiam aequationi diffe- 
rentiali : 

(5.) (l + ^')r-(l+p')i = 0, 
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de quo genere infra plura afFeremus, satiafaciat, pro aeq^uatione (5.) hancce 
habeas : 

Haec aecLUatio propterea, quod utraque pars separata est fiinctio ipsorum 
X et y resp., constaie non potest, nisi bis duabus aequationibus satisfiat: 

('■' rrh = '• 

(8.) TTTfF - "• 

Ex aequatione (7.) sequitur 

arctg (/"'»:) = CSC + Cj, 
sive 

(9.) tg(ea,>+cj = fx. 

Ex bac aequatione sequitur 

(10.) fx = J'tg(cx + c^)(3x + c„ 

ex qua facile emas 

(11.) fx = -log r^-— T+Cfl. 

^ ' ' (? * cos (Ca; + c,) * 

Eodem modo accipias: 

(12.) /-.S/ = ' 



' cos (cj/ + Cj) * 

Itaque superficiei quaesitae aequatio est baec: 



,.».; . _ 7 '"^ oos (ca; + cj -^ 7 '""^ cos (cy + e,)^J ''' 

ubi c^c^^c^^p sunt numeri conatantes; quae etiam sub hanc formam ledigi 



~ c ^ cog(ca: + c,)cos(c|/ + c,) ' 
ubi ft = e^, sive sub hanc 

2fi 



< = -log. 



cos [t (« + */) + Ci + cj + cos {c{x — y) + e,— cj 
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Nunc lineas curvaturae quaeramus hujus supeiüciei (13.). 

Quum haec superficies aequationi (6.) satisfaciat, aequatio (4.) transit iu 



^v/§' 



quae ope aequationum praecedentium in hanc transformatur 
s {cy + Ca) 



(14.) 



cob(cx + c^) 



Primum superius consideremus signum Itaque integi'emus aequationem 
diiferentialem : 



9] (15.) 






y' -■ 


COS' 


(».o- 


Si ponitur 






cos (cy + i 


i) - ■-, 








cos 


i(c3! + rj = w, 


aequatio (15.) in 


hanc 


abit: 








(16.) 




~v 


dv 




äiü 


Vi- 


-ü* 


tu \/l - lO" 


Integratione 


facta 


accipit 


an 










iE 


:V- 


-1 


\ll-w'-l 



nbi per m constans significatur. 

Si pro w et w eorum valores aubstituuntur, accipitur: 



(17.) 



sin (cy + c^)— 1 ain (ex + cj — 1 

cos (cy + cj cos (ex 4- cj 

Si Signum inferius in aequatione (14.) consideramus , pro aequatione (17.) 
accipimus 

(18.) [sin (cy + cj - 1] [sin {ex + c,) - 1 ] ^ ^^ 

cos (c^ + Cg) cos (ca; + Cj) " 

ubi m, alius est constans. 

Aequationes (17.) et (18-) projectiones utiiusque seriei linearum curva- 
turae superficiei (13.) in piano ipsorum x^ij repraesentanfc. 



*) Vide infra No. 9 de suporfieiGbua (1 + i')r — {l + p'')t etc. 
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De snpexüciel elasticae lineis carvaturae. 

Axibus ellipsoidis ut axibus coordinatorum sumptis aequatio ellipsoidis est: 

(1.) i+i+i = ^■ 

Superficies elastica invenitur, si e centro ellipsoidis versus planum quodque 
tangens perpendiculum demittitur, atque continuum punctorum, in quibus per- 
pendicula plana tangentia secant, superficiem elaaticam. constifcuit. Significatis 
igitar eoordinatis variabilibus literis x', y', 3' aequatio plani tangentis ellipsoidis 
in puncto x, y, z est: 

xx' yy' lis' 
ffl' 0^ & 

Aequationes autem perpendiculi de centro in hoc planum demissi sunt; 

(^sx' = <?xs' et ^^ey' = t'j/s'. 

Si igituT x,y^3 inter quattnor aequationes praecedentes eUminantur, re- 
sultat aequatio superficiei elasticae: 

(2.) (ie'H j/'= + ^"}' = cix"'-\-V'y'^ + c^3'\ 

Hujus superficiei lineas curvatiirae exploratuiis, priusquam ad problema 
ipsum aggrediamur, eae aequationes relationis, in qnibns praecipue ratiocinium 
nostrum innititur, nobis sunt eruendae. 

Appellabimus punctum ellipsoidis et punctum superficiei elasticae cor- 
respondentia , si hoc punctum in superficie elastica situm congruit cum pede*) 
perpendiculi de centro versus planum ellipsoin in illo puncto tangens demissi. 
Coordinatis punctorum ellipsoidis per x, y, 2 significatis, x', y\ 3' eunto coor- 
dinata punctorum correspondentium. Curvam in superficie elastica sitam 
curvae in ellipsoide sitae con-espondentem vocamus, si ex punctis inter se 
correspondentibus constant. 

Ex aequatione ellipsoidis (1.) aequitui- 



(3.) 



y 



*) Pes perpendiculi idem aignificet, quod Gei-maniee: Faßpunkt des 
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lo] Si quadi-atum longitudinis perpendicuU a centro ellipsoidis usque ad 
supei"ficiem elasticam per v significatur , ita ut sit 

(4,) V = x" + p" + ^-' 

atque ponas 



= P, '^-'i, 



dx' ' dy' 



ex aequatione (2.) sequitui'i 
(6.) 



Facile e definitione superficiei elasticae est visu inter duo puncta jcor- 
respondeiitia has exstare relationes 

Si etiam f et^', 5 et (( resp. ad punctum ellipeoidis et superficiei 
pertinent, ope aequationum antecedentium liae evadunt aequationes: 



(7.) 



&-^v 



Porro ex aequatione (3.) et (6.) sequitur 
(8.) r! = —p^', y' = —q_s'. 

Aequatione plani tangentls ellipsoidis et aequationibus (8.) adhibitis acci- 
pitur 



Ex aequationibus (8.) et (9.) sequitur 

(10.) 
. qua sequitur 
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Nunc ad problema ipsum, scilicet ad lineas curvaturae inveniendas, aggre- 
diamur. Sed pro eo, ut statim has lineas eruamus, ita potius agemus, ut in 
eas curvas in ellipsoide sitas, quac lineis curvaturae superficiei elasticae cor- 
respondent , prius inquiramus ; disquisitione exacta ex his facile lineae cur- 
vaturae ipsae superficiei elasticae deduci possunt. Aequatio differentiaKs 
linearum curvaturae superficiei elasticae sit 

dx'-\-p'de' dy' + q'ds' ''> 

^ '' dp' d(l ' 

quaeritur aequatio differentialis earum linearum ellipsoidis, quae lineis cur- 
vaturae (12.) correspondent. 

Ex aequationibus (8.) et (12.) derivatur: 

^ '' dp' dq' 

Ex aequationibus (7.) sequitur ope aeq. (II.) 
(«'- 



(14.) 



P-P ■■ 



q~q ■■ 






(15.) 



Aequatione (13.) in haue formam 

dp' _____ dg' 



[" 



{p'—p)dß'—j^'dp (q'~g^)ds'~s'dq 

redacta valoribusque (14.), (15.) substitutis calculo facile instituendo accipitur: 

(16.) A.dp-B.dq = 0, 

si brevitatis gi'atia ponitur 

( A = a'(b^ — c')qs'ds'—G^a^(£ — 2s')0s'äq + 2(<?—h^)f^qß"ds, 
\ B= b'(a''-c^)p;s^d0'-c'¥(ü-2g')03'dp+2{c''-a')c'ps'\U 
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Facile est visu, A transire in B, si x cum y, p cum q, a cum b simul 
commutantur, itaque satis erit, si directe ipsius Ä modo valor eruitur. Ex 
I (3.) et (9.) sequitur, posito 



Hujus aequationis et aequationum (1.) et (3.) ope facile eraitur 
(19.) A =r ^[Fqd^ + Qä^j], 



P= 2c^-6^-2ß^ + - 



Si nunc ponas 

{31.) B^ ^[P'pd0 + Q'dx], 

facile eruitui' 



(22.) 



-- -~r((^~2b^) + —^ „ ■■- ' x^ + — i — , 



Habetur nunc aequatio difterentialis curvarum ellipsoidis, quae lineis cur- 
vaturae superficiei elasticae coriespondent, neglecto factore -w, 

[Pqd0 + Qdy]d2) = [P'pd£i + Q'dx]dq, 

sive, quum facile inveniatur esse P' = P, 

(23.) dp[Pqd0 + Qdti] = dq[Ppds + Q'dx]. 

Ex qua calculo facile institueudo derivatur 

(24.) Mdx^ + Ndxdjf + Bdf = 0, 
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invenitur 

= ?«"(|— J) + e(i--!/-)-exo'-»i'), 

Quae aequatio, valoribus ipsorum M, N, R erutis, in hanc transformari 



Tibi ponitur 

(26.) C = -|^ (»■-«■)■, 

( i = o"(S"-c"), 
et factore v^ + (ty^ + A ad tempus neglecto accipitur 



(?a; c7j/ + — 5" ■ - 

Haec aequatio est simplicissima forma aequationis differentialis projectio- 
num eaium curvarum ellipsoidis in piano ipsorum a;, y, quae con-eapondent 
lineis curvaturae superficiei elasticae, atque simillima est aequationi differentiali 
projectionum lineai'um curvaturae ellipsoidis in piano ipsorum x, y^ haec 
enim est; 

Methodus autem, qua celeb. Monge ad resolvendam aequationem (27.) 
usus est, etiam ad aequationem (26.) adliiberi potest atque seqvienti modo. 
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26 DE superficierum: lineis curvaturae. 

Ponamiis primum 

ö''((i' — c'') ' ä' — r^ ' 

aequatio (26.) tranait in 

Quae aequatio diiferentiata facile ad lianc reducitur formam; 



-[xpf+y'ixy'-y)] = 0. 



Ex hac aequatione sequitur 
(30.) V 



quae singularem pracstat integralem, quam nunc nondum consideramus. Altera 
autem aequatio est 

(31.) xyf-\-y'(xy'-y) = 0, 

quae praestat generalem integralem, 

Si eodera modo aequationem (27.), quae est aequatio differentialis lineamm 
curvaturae ellipsoidis, tractaveris, invenias generalem integralem hujus aequa- 
tionis praecise per eandem aequationem (31.) offerri. Itaque primum nostra 
disquisitio nos ad hoc theorema addusit: 

Projectiones linearum curvaturae ellipsoidis in piano ipsorum 37, y eadem 
aequatione differentiali secundi ordinis definiuntur, qua projectiones earum 
ellipsoidis curvarum, quae lineis curvaturae superficiei elasticae correspondent. 

Sed ut insequens disquisitio docet, projectiones linearum ellipsoidis lineis 
curvaturae superficiei elasticae coiTespondentium in piano ipsorum x, y^ quam- 
quam eodem modo , quo proj ectiones linearum curvaturae ellipsoidis ipsius, 
sunt elHpses et hyperbolae, tarnen hae projectiones cum Ulis non coincidunt, 
exceptis nonnullis casibus. 

Generalis integraüs aequationis (31.) est 

(32.) f = Ka;H/J, 
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DE SUPERFICIERUM LINEIS CURVATURAE. 

ubi «, ß constantes significant, inter quos exstat relatio: 

(SB.) ^ = -^r- 



Atque simili modo atque in ellipsoidis lineis curvaturae indagandis pergens 
atque «:>&>c ponens, invenias aequationem (32.) abire in 

(34.) ^±^. = 1 [rs 



aequationem autem (33.) in hancce 



Signa in utraque aequatione (34.) et (35.) inter se simt eorrespondentia. 

Itaque quaesitae projectiones earum linearam ellipsoidis, qnae lineis ciir- 
vatuTae snperficiei elasticae correspondent, in piano ipsorum x, y sunt partim 
ellipsea, partim hyperbolae, quae per aequationem (34.) repraesentantur. Axes 
harum ellipsium vel hyperbolarum ita determinari necesse est, ut coordinata 
sint puncti cujusdam resp. hyperbolae vel ellipseos, quae per aequationem 
(35.) data est. 

Aequatione (27.) eodem modo quo (28.) tractata invenitur projectiones 
linearum curvaturae ellipsoidis in piano ipsorum x, y esse ellipses vel Jiyper- 
pex aequationem 



(36.) 



r 



ubi axes |', vj' coordinata esse debent puncti cujusdam resp. hyperbolae vel 
I quae aequatione 



continetur. 

Si aequationes (36.) et (37.) cum aeq. (34.) et (35.) comparantur et 
ad nonnullos factores, qnos supra calculum ad eruendam aequationem (28.) 
institn.entes negleximus, respicitur, e disquisitione facile instituenda, quam 
brevitatis causa hie omittimus, invenitur, e lineis curvaturae ellipsoidis et e 
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28 DE SUPERPICIERUM LINEIS CURVATURAE. 

cuTvis aequationum (34,) et (35.) exMbitis praeter eas quae in planis coordi- 
natoxum sunt sitae nuUas coincidere. 

Sed supra etiam hunc factorem negleximus 

{öti.) ^2 — ^i — ci . 

Facile est demonstratu hanc esse singularem integi'alem aequationis difFe- 
rentialis linearum ellipsoidis lineis curvaturae superficiei eiaeticae correspon- 
deutium, itaque ad aequationem (34.) et (35.) non pertinentem ; sed noii minus 
facile invenitur, aequationem (3S.) particularem esse integralem aequationis 
(27.), ex quo concluditur: praeter sectiones planorum coordinatorum etiam 
curvam (38.) simul esse lineam curvaturae ellipsoidis atque con-espondentem 
lineae cuidam curvaturae superficiei elastieae. 

Ex aequatione (30.) nil novi invenitur. Haec ad projectiones eanim 
linearum ellipsoidis, quae lineis curvaturae superficiei elastieae correspondent, 
in eo piano, quod maximam et mediam continet ellipsoidis axes, satis esto. 

Facile esset etiam projectiones in eo piano considerare, quod maximam 
et minimam et in eo, quod mediam et minimam continet axin. Sed, quum 
simili modo fieri perspicuum sit, hoc omittamus. 

Nunc restat aequationes lineanim curvaturae superficiei elastieae ipsarum 
indicare, quae facilHme ex aequationibus (34.) et (35.) derivari possunt. Nam 
formulis initio hujus disquisitionis explicatis adhibitis invenitur 

(39.) ^±ä:i = (^'.+j"+,-)., 

quae conjuncta cum aequatione superficiei elastieae ipsa 

(40.) {x'^ + y'^ + £i'^y = a^x'^+b'y'^+c's"' 

utramque liujus superficiei linearum curvaturae sericm repraesentat , si ipsis | 
et 'q eos des valores, qui aequationi 

(41.) '■ '•■-''' '• "" '""«' • - 



«■ «'(o'-i')' + c' ¥{a'~i') ' ~ • 
signis in aequationibus (39.) et (41.) inter se coi-respoudentibus, satisfaciant. 
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Lineam autem curvaturae , quae singulari integral! (3 8 .) correspondet, 
inveniaa 

(42.) x"{a'-c') + y'\i'-c') = {x" + y'^ + s")" , [u 

quae cum (41.) conjungenda est, ut singularem lineam curvatuiae superficiei 
elasticae accipiamus. 

Nunc generali problemate absoluto nonnuUas hac occasione annotationes 
adjicere liceat, quae et geometrice et adhibendis aequationibus modo exhibitis 
analytice deduci possunt, a nobis autem brevitatia causa breviter modo per- 
stringendae. 

1. Superficies elastica, quae ad ellipsoin revolutione ortam pertinet, ipsa 
est e superficiebus revolutione ortis atque axin revolutionis eandem habet 
quam eUipsois. Curvae meridionales ellipsoidis et circuli ejus axin recto 
angulo secantes simul sunt lineae curvaturae ellipsoidis et lineis curvatm-ae 
superficiei elasticae correspondentes, sive lineae curvaturae superficiei elasticae 
sunt curvae pedales linearum curvaturae ellipsoidis. 

2. Haec relatio ad superficies omnes revolutione ortas extendi potest. 

Si enim de puncto quodam fixo axis revolutionis in plana tangentia 
superficiei perpendicula demittuntur, superficies, quae pedibus eorum gignitur, 
superficies pedaKs appelletur; punctum superficiei et punctum superficiei pedalis 
correspondentia vocentur, si hoc cum pede congruit perpendiculi de puncto 
üxo axis in planum superficiem in illo puncto tangens demissi, CuiTae in 
utraque superficie correspondentes sunto eae, quae e punctis correspondentibns 
constant. Superficies pedalis item est superficies revolutione orta. Tum ge- 
neraliter sequitur: Lineas curvaturae superficiei et pedalis ejus esse curvas 
correspondentes. 

3. Denique notandum est, si generaliter in quadam superficie de puncto 
quodam fixo in plana tangentia perpendicula demittas et superficiem pedibus 
eorum formatam supei-ficiem ejiis pedalem voces, atque ut aupra puncta et 
curvas correspondentes accipias, fieri posse, ut punctum fixum ita determinetur, 
ut lineae superficiei pedalis, quae lineis curvaturae i)rimitivae superficiei cor- 
respondent, facilius eruantur quam lineae curvaturae superficiei ipsius. Per- 
spicuum est, liis lineis inventis, lineas curvaturae superficiei primitivae tum 
semper de iis facile deduci posse. 

Atque vice versa. 
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De ea superflele, qnae snperfleles spIraUs (winflschiefe Sctranbenfläche) vocatnr. 

Notum est aequationem hujus superficiei esse: 

(1.) s = a.R.&vcig—, 

ubi R est radius circuli, qui est basis cylindri, et = tgy, f designante 
anguium constantem, quem linea generatrix cylindri format cum tangente 
lineae spiralis. Basis cylindi-i est planum ipsorum x, y, axis cylindri asis 
ipsorum s. 

Si ex aequatione (1.) valores ipsorum p, q, r, s, f eruas, invenitur )' = —t 
atque calculo facile instituendo aequationem differentialera linearum curvaturae : 

p"[il + q^)s-pgt] + i/'[(l + ^)r-{l+p')t]~[{l+p')s-pc[r] = 0, 



quae in hanc transmutari potest: 
Ex qua sequitur 



quae eadem est atque liaec: 



■S] (3.) !<!(.■ + ,■) = ±..d{f)\/-. »'-«■■ 



Si nunc ponas 



x' + y^ = v' , 



sequitur 
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DE SUPERFtClERUM LINEIS CUTtVATURAE. 

Itaque ex aequatione (3.) sequitar 



sive si ponas 






ex qua sequitur 


±-ids it 




Qua integrata 


ad aequationes advehimur: 




(*■) 


i = tglogc LVa;" + !/' + »■-«' + ' 


i/^' + ä 


(6.) 


i- = tgloge.LV«' + !/" + a'-K'- 


V»' + . 



?], 



ubi c et Cj constantes sunt. 

Aequationes (4.) et (5.) utramque seriem Unearum curvaturae superficiei 
spiralis repraesentant. 

Aequationes auteni (4.) et (5.) simpliciores fiunt, si coordinata polaria 
adhibentur. Sit r radius vector, 9 angulus polaris atque centrum coordlnato- 
rum rectangulorum poltis. Tiim accipitur 



tg tf ^ tg log c [\/j-' + ö'-K^ ± r\ , 



sive 



(6.) 9 = log c {\1?T^E' ± r\ , 

ubi Signum, superius aequationi (4.), inferius aequationi (5.) correspondet. Ex 
aequatione (6.), per quam curva ad spiralium genixs peitinens esprimitur, facile 
etiam r ut functionem explicitara anguli <3 extrahere possis. 

9. 
De lineis curvatarae superflcierum generis secundi ordinis, ae<iuatione 

(i + q^)r — (^+p^)t = contenti. 
Ad integrandam aequationem differentialem partialibus differentiis secundi 
ordinis 

(1.) Br + Ss + Tt = V, 
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Tibi R, S, T, V sunt functiones ipsorum x, y, 3, p, q, exstare constat hanc 
methodum a celeb. Mokge inventam. 
Propter 

dp =^ räx + sdy, dq = sdx + täy 

aeqiiatio (1.) etiam talis adhiberi potest: 

(2.) Bäp.dy^ Tdq.dx — Vdx.dy = s{B,dy^ - Sdxäy + Täx^). 

Quaerantur duae aequationes intei a;, y, £;,^, g, quanim systema tribus hia 
aequationibua differentialibus 

(3.) ndpdy-\-Tdqdx-Vdyäx == 0, 

(4.) Bdy^-Säxäy-k-Tdx* = 0, 

(6.) ds = pdx + qdy 

eatisfaciat. 

Sint hae aequationes: 

(6.) ftix,y,^,P,q) = a„ 

(7.) f^{^,y,^,p,<i) = a„ 

tum generalis integralis aequationis (1.) inter x,y,^,p,q est 

(8-) f. = 9l\, 

ubi 'f arbitrariam significat functionem. Si haec methodus ad aequationem 
i6] (9.) (l + g=)^_(i+p=)^ = 

adliibetur, aequationeSj quae aequationibus (3.), (4.) con:espondent, sunt hae 

(10.) {l + q^)dpdy-{l+p^)dqdx = 

et 

Ex aequatione (11.) sequitur 

i\2\ '■''^ - +l/i±Z. 

^^^■> Tte - - V 1 + 9^ 

Hoc valore in aequatione (10.) substituto accipitui 

Vi + q\dp ^i\Jl-i-p^.dq = 0, 
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quae lias duas praebet aequationes: 
(13.) 



d.^ r?2 



et 



(14.) *^ + ^L = „. 

Vi + J' Vi + a 



y + yT+g 



Ex quibus sequitur: aut 
(16.) 

aut 

(16.) h + \/r+7) (2 + \/iT7) = c. 

Quas formulas non ad integrandam aequationem (9.) eruinms, quum facile 
sit ostensu, hie methodum MoKGEianam ii-ritam fieri. Sed animadvertimus ope 
harum formularum lineas cuTVaturae superficierum (9.) secundum methodum 
inveniri posse, quae notitiam integralis aequationis (9.) uon desiderat. 

Data sit enim aequatio superficiei cujusdam, quae aequationi (9.) satis- 
faeit, scilicet 

(17.) '\{x,y,B) = (i. 

Ex hac aequatione denventur successive secundum a; et y differentiando 

Contendo, si inter aequationes (15.) et (18.) f ai q eliminantur, aequa- 
tionem resultantem conjunctam cum aequatione (17.) unam seriem linearum cur- 
vaturae superficiei (17.) repraesentare. Si eadem eliminatio fit inter aequationes 
(16.) et (18.) ad alterius seiiei linearum eurvaturae aequationem perveniri. 

Demonstratio. De aequatione (15.) sola dicamus, idem ad aequationem 
(16.) valebit. 

Aequatio differentialis linearum eurvaturae quadratica fit in nostro casu 

{{l^<:i)s-i^qt\y^-{{\^f)s~pqr\ = 0, 
sive 

(19.) (l + g')i:?/-(l+i/}(?a;' = 0. 
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Jam aequatio (2.) pro aequatione (9.) traiisit in lianc: 

(20.) {l + q')dp.dp-il+p')äq.dx = s[{l-i- (/)dif~{l + p')äx']. 

Iiiter X, «/, ä,py q, dx, dy, dp, dq, quae ad iineam quandam curvaturae 
pertinent, tum aequatio (ll.) tum aequatio (20.) consistit, ergo etiam aequatio 
(10.), quapropter etiam aut aequatio (15.) aut aequatio (16). Ex quo sequitur, 
valores ipsorum ^ et g' ex aequationibus (I8.) derivatos pro linea quadam 
curvaturae aut aequationi (15.) aut aequationi (16.) satisfacere debere. Eli- 
minatis igitur p et q inter aequationes aut (15.) et (18.) aut (16.) et (18.), 
aequationes resultant 

(21.) |,(^, y,^) = 

aut 

(22.) '^,{x,1/,^) =^ 0, 

quae cum aequatione (17.) conjunctae resp. unam et alteram seriem linearum 
curvaturae praebent. 

Exemplum hujus methodi applicandae adjicere liceat. 

Supra in No. 6 superficiem tractavimus, cujus aequatio et aequationi (9.) 
et aequationi ^ = satisfacit. 

Hanc superficiem, quamquam specialis est hujusce discussionds casus, 
propterea supra singulariter tractavimus, quia et aequationem ejus indicare 
Toluimus et aequatio linearum ejus curvaturae simplicissimo modo directe 
derivari potuit. Nunc easdem lineas curvaturae methodo modo esplicata 
invenire volumua, aequationesque earum identieas inveniemus cum aequatio- 
nibus in No. 6. 
17] Aequationibus (18.) correspondent aequationes ex No. 6 

.23 ^ { P = tg(c^ + c,), 

( 2 = tg (cy + cj. 

Positis his valoribus ipsorum p et q in aequatione (15.) sequitur 

tg (ex + c,) + 7 ; — r- 

(24,) — — — -ii- ^ in- 



tg {CH + <■',) + ■ 7 T 

"^ ^' cos (Cj/ + Cj) 
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ubi in loco ipsius c in aequatione (15.) ut arbitTarium eonstantem ponimiis, 



cos {ex + c^) cos {cy + c^) 

Miiltiplicatis et nominatoxe et denominatore in recta parte cum sin(cy+c^)— 1, 
in laeva cum sin(ca:+ (•■J — 1, accipias: 

,„- , sin {cy + G^)~1 __ süi(c3; + c, )~ 1 

^ ■' cos {cy + ej cos {ex + cj 

Qnae aequatio cum aequatione (17.) in No. 6 identica est. 
Si antem valoies ipsoium p, q ex aequationibus (2S.) ponas in aequatione 
(16.), accipitur: 

[sin {cy + Ca) + 1] [sJD {ex + c,} + 1] ^ _ 
cos (cj/ + Cj) cos {cx-{- cj " 

ubi P^ constane est. 

Multiplicatis et nominatore et deiioniinatoTC cum 
[sin {cy + cj — 1] [sin {ex -f c^) — 1] 
evadit 

[5m(c!/ + c,)-l][sin(c» + c.)-l] ^ ^ 
^ ■' COS {cy + Cj) cos {ex + c,) Pj ' 

quae identica est cum aequatione (18.) in No. 6, si ponas -p- = m^. 

Itaque re vera adbibitis duabus aequationibus (15.) et (16.) conjunctis 
cum aequationibus ex aequatione auperfciei differentiatione emanantibus utram- 
que seriem lineamm cui'vaturae invenimus. 

Annotatio. Pro duobus geneiibus piimi ordinis superficierum ad genus 
(9.) pertinentibus nostra metbodus unam modo seriem linearum curvaturae 
invenire docet, altera per eam indefinita relinquitur, scilicet pro bis generibus: 



s + VTh^ 



(27.) (2j + ^l+^/)(5.|.\/l + g^) = c\ 

Nam quod ad genus (2fi.), aequatio (l 5.) propterca nihil detegit, quod 
pars ejus laeva per aequationem (26.) in eonstantem redit. Manet aequatio 



Hosted by 



Google 



36 DE SUPERFICIESUM LINEIS CURVATUTIAE. 

(16.), quae cum ea aequatione, quae est integralis aequationis (26.) et iis 
aequationibus, qiaae aequationibus (18,). coirespondent, conjimcta unam dat 
seriem linearum curvaturae. 

Qaod autem ad genus (27.), eodem modo perspicuum est, aequationem 
(16.) nihil detegere, aequationem autem (15.) ad unam adducere seriem linea- 
rum eurvaturae. 

Genera (26.) et (27.) ad superficies devolubiles pertinent, earumque igitur 
lineae eurvaturae alia methodo supra expHcata inveniri possunt. 

Sed si unam seriem linearum eurvaturae cognovisse sat sit, etiam pro 
bis superficiebus methodus, quam modo tradidimus, suppeditat. 

Consideremus enim priraum genus (26.). Generalis integralis aequationis 
(26.) nt ad superficies devolubiles pertinentis facile eruitur hoc systema: 

/ _ er-1 L'- l / X°- l\ 
^ — ^ 2cL "^^ 2L" '^[ 2L )' 

( 7(27+1)»' + ' = n-22r)' 

ubi L Parameter indefinitus, 9 functio arbitraria. Porro est 
.8] (29.) e=-27^, ^ = -2^7— 

Si hos valores in aequatione (16.) substituas, invenitur: 

(c'L'-l+c'U+ l) {L'-l + r+l) ^ 

'2cL ' 2L ' 

tibi M loco ipsius c in aequatione (16.) ponimus, sive 

cU = M, 
sive 

(30.) L = F, 

ubi P constans est. Si hunc valorem ipsius L in aequatione seeunda (28.) 
substituas, aequatio imius seriei lineai-um eurvaturae est: 

('!•) 7rf-'^"!' = ''(^-)' 

quae est aequatio lineae rectae. 
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Eodem modo inveniri potest, projectiones unius seriei Hnearum curvaturae 
ßuperficienim (27.) in piano ipsorura x, y esse lineas lectas, quanim aequatio 

Atque re vera et generis (2C.) et generis (27.) alteram seriem linearum 
curvaturae in piano ipsorum x^y secundnm lineas rectas projici etiam alio 
modo intelligi potest. — 
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Quae in geometria simpliciter deducuntur, analytice formuMs non minus 

simplicibns cognosci posse oportet. 
Criterium metacentri, quod vulgo ad aequilibrinm corporis navantis adhi- 

bebatur, jure a reeentioribus rejectum est. 
Methodus matliematica plenimque ad perscrutandas res philosophicas non 

est adhibenda. 
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INTEQBATION DER PAETIETIEN DIFFEEENTIALGLEIOHUNG: 



^<m 



(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 58, 1860, S. 80 — 89.) 



1. [So 

Um die Nabelpunkte einer Flache zu finden, hat man bekanntlich die 

Gleichung der gegebenen lAache mit zwei anderen zu verbinden , die man 

erhält, wenn man in der von Monge angegebenen Diiferentialgleichung der 

Krümmungslinien : 

{{l + f)s--pqt]y'^ + [{l^ct)r-{X + f)t]y'-[{l+p')s-pfir] = 

ausser dem Coefficienten von y' noch einen der beiden andern der Null gleich- 
setzt. Man erhält die partiellen Differentialgleichungen: 

(1.) {l + 9=)^-(l+i)^}; = 0, 

(la.) {i^rt)s-pqt = 

oder 

(l+i?*)s-p2r = 0. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, daes sich auf den Flächen, die einer dieser 
Gleichungen genügen, wenn sie überhaupt Nabelpunkte besitzen, im Allge- 
meiuen Nabellinien befinden. 

Während nun die Gleichung (la.) leicht integrirt werden kann, verursacht 
die Integration der Gleichung (].) gi-össere Schwierigkeiten. — Bevor ich aber 
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ZU dem eigentlichen Gegenstande dieser Arbeit, nämlich zu dieser Integration, 
übergehe, kann ich nicht unterlassen, in Kürze zu zeigen, dass man beide 
Reihen der Krümmungalinien der durch die Gleichung (1.) dargestellten 
Flächenfamilie finden kann, ohne dass es nöthig ist, das Integi-al dieser 
Gleichung vorher zu kennen. 

Denn bildet man nach der MoNGEschcn Methode die Gleichungen der 
Characteristiken dieser Flächen, so erhält man: 

I {l + (j')äpdy — {l-{-p^)dqdx = 0, 
^ '^ i {l + <f)dy'' -(l+p')dx^ = 0. 

Durch Combination derselben folgt für die eine und die andere Charactcristik 
^ 0, 



Vi + 9' 



ff + y/i+y ^ ^ 

q + yi + q' 

wo c und Cj Constanten sind. Andererseits geht die am Anfange erwähnte 
Differentialgleichung der Krümmungslinien für die Flächenfamilie der Glei- 
chung (1.), wie man leicht findet, über in die folgende: 

(5.) il + q')dy'-{l+p')dx' = 0, 

Da nun diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (2.) identisch ist, und da 
aus der Combination eben dieser Gleichung mit der Gleichung (I.) die erste 
Gleichung (2.) erhalten wird, so ergiebt sich, dass die letztere Gleichung 
ebenfalls für die Krümmungslinien gelte. Man ersieht daraus, dass die Inte- 
grale der Gleichungen (2.), nämlich die Gleichungen (3.) und (4.), der einen 
oder der andern Eeihe von Krümmungslinien angehören. Ist nun die Gleichung 
einer der Familie (1.) angehörigen Fläche gegeben, so hat man nur dieselbe 
nebst den beiden durch einmalige Differentiation nach x und y daraus ab- 
geleiteten mit den Gleichungen (3.) und (4.) zu verbinden, um durch Elimi- 
nation beide Keihen von Krümmungslinien zu erhalten. — Wir gehen nun- 
mehr zui- Integiution der Differentialgleichung (1.) über. 
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Zunächst verwandeln wir die gegebene Diiferentialgleiclinng in eine solche, 
in welcher die ersten Ableitungen nicht vorkommen, mit Hülfe einer von 
Legendre (Memoires de l'Academie des Sciences de Paris, ann. 1787) an- 
gegebenen Transformation. Dieselbe besteht darin, dass man statt der Varia- 
bein X, y, ß drei neue p, q, tu einführt, welche mit ihnen durch folgende Glei- 
chungen verbunden sind: 



("■) " = ■£' 


du 




und umgekehrt: 

^ ^ dp' 


a» 


am da 


Man hat alsdann 






a"m 




«■m 
öp äq 




[dp all 


fl-» a"m 1 ö-i) y 

di^ djf \dpdqj 
a"m 










öl)' [dpdil 


Geht nvm eine Differentialgleichung 





f( _^ ^ ^'g fl'g ä'g \ 

' \ ' ^' ' dx' dy ' dx^ ' dxdp' dif j 

durch diese Substitution über in: 

( oj — — — ^'"^ öy\ ^ Q 

und gelingt es , die letztere so zu integriren , dass man hat : 

<" = F[p,q,'^ip,g),x(p,i}], 
(worin '!^ und i willkürHche Functionen sind), so erhalt man durch blosse 
Differentiation das allgemeine Integi'al der ersteren vermöge der Gleichungen 
(7.) so dargestellt, dass x, y, s als Functionen zweier Variabein ^, q auftreten, 
und in ihrem Ausdrucke eine hinreichende Anzahl willkürlicher Functionen 
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entlialten ist. Es ist zu bemerken, daes, wenn x,y^s die Coordinaten einer 
Fläche bedeuten, «o,^, g- die Coordinaten der von Monge so genannten reci- 
proken Mäche sind. {Vergl. Chasles, Aper9u historique, Note XXX.) 

Unsere Gleichung ( 1 .) geht durch die LEcENDREsche Transformation in 
die folgende über : 

(9.) (l + /)|;ä^-(l + 2')^ = 0, 

mit deren Integration wir uns nun zu beschäftigen haben. 



Wir führen als Coordinaten diejenigen Curven der reciproken Flächen 
(9.) ein, welche den Krümmungslinien der Flächen (I.) entsprechen. (Siehe 
die Gleichungen (3.), (4.) und (G.).) Wir setzen also: 

(10.) ^^t^ = «= iP + V^^H?) (3 + \/lT?) ^ u„ 

83] wo 'II und Mj die beiden neuen Variabelu sind. Daraus folgt 

(11.) i> + \/H^ = \^i, 2 + v'r+? = y^- 

Durch Differentiation erhält man 

/ ä;p 1 l n^äu ■\-u äii^ 1 



(12.) 



VI +p^ ^ ( "«X ' 

(Ig _ 1 ( ~ '*! ^"^ + " '-^''■h 1 

vir? "^ 2 ' ""1 ' 



Setzt man zur Abkürzung 



dp __ dp 

du ' du. 



so erhält man aus (12.) 
(13.) 



1 / 5 1 , 1 I : 



rVn-ji--. J, = -ä-Vi + üV 
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Um die transformirte Differentialgleichung zu erhalten, kann man z. B. die 
von Jacobi (dieses Journal Band 36, über eine particuläre I^ösung der partiellen 
Differentialgieicliung -^^ + -g-r + -5^ = 0^)) angegebene Reductionsmethode an- 
wenden, wonach, wenn F eine Function von x^y^s, -^ ^ 

dx dy dx dy 

öu- öif, ö(j., du 

gesetzt wird, 

^ '^ I Aä fi,^. dz dy du \ \.ö^ ) &u\ -, ö^ j du. 



f 



^a,. 



ist. In unserem Falle muss man 

setzen. Durch Transformation ergiebt sich hieraus mit Eücksicht auf (13.) 
6(0 ö<u 



(16.) ^''F ^ 



du du, ' 



worin [S4 

" ^ 1 + 2?' ~ 1 + 3' ' 

Aus (15.) und (J6-) folgt nun, dass in unserem Falle (14.) die Differential- 
gleichung liefert: 

. öo. 1 ,. 1 „ a«. 1 



dlKi 



(17.) 
worin 

(18.) 
Es ist aber 



(u + u,)(uu,+ l) 



■t + -~ + u, + - 



il.II (I8S2), S. 191. 
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oder, wenn wir zur Abkürzung 

I 1 _ 

(19-) 1 

1,^+— = ß 

setzen, 

mithin geht die Gleichung (17.) über in 

■ öa> 

öl/' ' ' 

du 
oder in 



^ÄJ/tÄ] 



, , , ,, ö'w da dm dß öo) 
(20.) "'" ' "^ ^ — 



Ich werde jetzt zeigen, daas man die Differentialgleichung (20.) sogar unter 
der allgemeineren Voraussetzung integriren kann, dass a und ß beliebige 
Functionen respective von i* und ?t, sind. 



Führt man nämlich a und ß als Yariabeln ein, so hat man: 



du) diu da 
'du ^ ~d^~(hi 


8«, dß <i», ' du d«, 


ai<a/i 


Ä« li/i 


85] Daher geht die Gleichung (20.) über in: 






(21.) 


''(« + i''a«a,i a« dß ~ "■ 






Wendet man nun die 


Substitution 






(22.) 


1 « + ß = t, 
\.-ß = v 






an, so hat man 








( dl- 4 ö«" 


1 dm am 1 

'^ 2 dß' a» 2 

1 a'm 1 a'o. a=m i 

''■ 2 a» a/j ''" 4 ap ' a»" 4 


a« 

a« 

d'o. 


1 ö». 

2 a(i ' 

1 a'o 1 

2 a«d/i "^ 4 
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Durch Subtraction der beiden letzteren Gleicbungen von einander erhält man 

.^_-^1 — -^-^ 
ef d'ü' ~ dadß' 

oder "vermöge der ersten Gleichung (22a.) und der Gleichung (21.) 
,231 .^-Üil_ii^. 

'■'^'^■' d»' ~ at' t dt 

Diese Gleichung aber ist ein speciellei- Fall deijenigen, die PoissoK (Journal 
de r!Elcole Polytechnique, call. 19) behandelt, nämlich der folgenden: 

wonn l, g Constanten sind. Eulee und in der erwähnten Abhandlung Poisson 
haben im Allgemeinen das Integral derselben oder vielmehr der durch die 
Substitution 

(25.) <ü = y.r-'^ 

in die folgende verwandelten: 

e/ "" ^'' \de f j 

in unendlichen Keihen gegeben. 

Die Fälle, in welchen Poisson dieselben summirt, hängen wesentlich von 
den Wurzeln der Gleichung: 

(27.) h{k-l)~m = 

ab. Ist insbesondere eine AVnrzel derselben negativ, wo alsdann die andere 
positiv sein muss, und zwar habe die positive die Form i + it wo i eine 
positive ganze Zahl bedeutet, so werden die Glieder der Reihen vom 2^■"" 
ab unendlich — aber gerade auch in diesem Falle lasst sich, wie Poisson 
gezeigt hat, das Integral in endlicher Form darstellen. Es ist nämlich: [86 

(28.) r= t"^'' f 'f{tcosl + av)sm^n(U 



(26.) 
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^ 



(2i-l){2i-'6)...(2i-2n+l) (-1)" 



{2i-l){2i-2)...{2i-n) 

q = f ähi^UcU, q' = 2i f-^^^r-cU, 
J„ J sin-'yt 

und c, c' Constanten sind, die durch die folgenden Gleichungen 

bestimmt werden: 

1)' 



1.9.25...(2 i -l)' i-i y 

2.1.2.3...(2i-l) 1.2.S...2i 



i.4'(1.2. 



•■-"f 



sm"AiU, 



C; = 2c /"'f-^-(f/+c')smi"Al<J;l. 



!Für die Gleichung (23.) ist nun «^1, / = — 1, 
daher durch einfache Rechnung: 



-!)■' 



: 1. Man erhält 



Ä[ = 1, 0. 



bAcosA), g' = (it — A)cotgA, 



Bestimmen wir demnach F, und multipliciren dasselbe gemäss der Gleichung 
(25.) mit t', so erhält man als Integral der Gleichung (23,): 

(30.) I» = ff '^(tcQäX + v) sin' l dl + U{t + v) + t ■■■ '^'- "^"^ -1 



■ -5— f log t I i'(< cos A + 1') sin' l dX 
■|i=J"f('cosZ + «)[|-(|+(T:->l)cotgA); 



^l\äl. 



Setzt man mm hierin für t und v die vermittelst der Gleichungen (10.), (19.), 
(22.) sich ergebenden Ausdrücke durch />, 5, so erhält man das allgemeine 
87] Integi-al der Gleichung (9.), und vermittelst der Gleichungen (7.), wie 
schon in No. 2 bemerkt worden, durch einfache Differentiation das Integral 
der Gleichung () .) selbst. 
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04- 


= T 


1 + 5' Ö> J.- y 1+J3" «".« 
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5. 

Ich. füge noch folgende Einzelnheiten hinzu: 

Man kann sich durch sehr einfache Eechnung überzeugen, dass die 
Gleichung (1.) befriedigt wird, wenn man an die Stelle von p und q respective 
p + \fT+^ und ^ + ^1 + 2' setzt. 

Femer sieht man leicht, dass wenn u) ein Integi'al der Differentialgleichung 
(9.) ist, auch -^^(l+p'') und -g^O+g") solche sind. 

Ferner kann man auf folgende Weise zu einer besonderen Reihe parti- 
cnlarer Integrale der Gleichung (9.) gelangen. 

Indem wir zur Abkürzung 

dp ' dq 

setzen, sei 

(31.) n = 

wo c eine beliebige Constante und n eine noch zu bestimmende Function 
von p und g sei. Man erhält durch Integration dieser Gleichungen, mit Ver- 
nachlässigung der willkürlichen Functionen, 

^ ^ 1 + r/ a,it ^ 1+^)^ dfi 

c ög ' c ö}) ' 

und hieraus, wegen -tt- = V^i 

"■''"■^ '"-■" dq ""■' dp - ^- ' >■- ' 0/ 

Setzen wir ferner 

(33.) iits = j, Ü«lr = j, 

SO folgt durch successive Differentiation nach p und q 
dB öS dT 8S 



(34.) 
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Aus der Vergleichung dieser Gleichung mit der Gleichung (32.) folgt, dass 
man S = ^^ setzen kann. Alsdann geht {3J.) über in 



B = 



1 + 9' &'S l + p" d'-i 



dpdq' c dp Ög ' 

oder, wie leicht zu finden, in 

^ ' c dq" ' c dp' 

Es handelt sich also um die Integration einer Differentialgleichung von der 
Form 

Entwickelt man die Function nach steigenden Potenzen von x und bezeichnet 
mit y""' den Werth der m^"" Ableitung iur a; = 0, so ist 

^<»™^« = [c-2m(2m--l)][c-(2m-2)(2»«-3)][e-(2m-4)(2««-5)].,.[c-2]cffl, 
^,M,+s) ^ [c-(2m + l)27n][ü-(2m-i){2m-2)][c-(2m-S){2m-4:)]...[c-6]cb, 

worin a == y^, h = y[. 

Mmmt man z. B. J = (I, so hat man die Recursionsformel: 

C" = C^='[c-(m + 2)(m+l)], 

und die Reihe lautet 

eine Reihe, die für — l<:ä:<l convergirt. 

Für die Zahlen c = 2, 12, 30, 56 etc., überhaupt für c == 2M(2m — 1), 
wo m eine ganze Zahl ist, hat die Reihe nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern, und man erhält particulare Integrale der Gleichung (36.) in end- 
licher Form und daraus auf bekannte Weise die allgemeinen. Mit Hülfe der 
89] Formeln (35.) lassen sich alsdann particulare Integrale der Differential- 
gleichung (9.) herleiten. 
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Hätte man bei der Integration der Gleicliungen (31.) die willkürlichen 
Functionen mitberüeksichtigt, so hätte man statt der Gleichung (32.) eine von 
folgender Form: 

erhalten, und es handelte sich darum, diese Differentialgleichung mit Rück- 
sicht auf das Integral ^ = S der Gleichung (32.) zu integriren, um zum 
allgemeinen Integrale der Gleichung (9.) überzugehen. 
Berlin, im Januar 1860. 
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Wie R, Hoppe (Journal f. d. r. w. a. Mathematik, Bd. 68, S. S69-S73, Bemerlrang zu der Abhandlung 
Seite 80 dieses Bandes über die Integration der partiellen Differentialgleichung etc.) bemerkt hat, yerliert das 
ia der Gleichung (28.) (S. 47) angegebene, der Abhandlung von PoissoN entnommene Integral der partiellen 
Differentialgleichung (26.) (S. 47) gerade für den hier in Betracht kommenden Fall, wo * eine ganze Zahl 
ist, seine Bedeutung. Das richtige Eesnltat giebt Hoppe (a, a. 0. S. 371) in der Form: 



WO (^'"'(f) die m*o Derivirte von iji(() nach t liedeutet und 

_ 2i(2i~l)...(n+l).1.2...{2i-n-r) 1.3...(2i-l) 
^ ~ " (2i-l)(2i-3)...(3w-2i-M) ' 2.4.,.2J 
au setzen ist. Hiernach folgt (nach Hoppe, a.a.O.) für die vollständige Lösung der partiellen Difi'erential- 
gleichung (23,) (S. 47) der Ausdnick : 

u) = — P[tt.(fcOBH-w) + tl'"((coB;. + D)(log;isinU) + ;-n:-;l)cos?.)]sinUdl-(i[j'(i + 'i)) + 'j'(* + !)). 

Hoppe hebt noch hervor (a.a.O. S. 372), dass die Differentialgleichung (36.) (S. 50), auf welche 
Fuchs in der Mo, 5 gewisse particulaie Integrale der Gleichung (9.) (S. 44) zurückführt, als besonderer 
Fall in der Differentialgleichung der bypergeometrischen Reihe enthalten ist. Seil. 
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ÜBER DIE PERIODEN, WELCHE AUS DEN WtlRZELN 
DEll GEEICIIUNG «>" = 1 GEBILDET SIND, 
WENN n EINE ZUSAMMENGESETZTE ZAHL IST. 
(Journal für die reine uncl angewandte Mathematik, Bd. 61, 1863, S. 374 — i 



In einer Abhandlung (gelesen in der Berl. Acad. der Wissensch. am [374 
18. Decbr. 1856) liat Herr Kummek seiner Theorie der idealen Primfactoi-en 
der complexen Zahlen, welche aus den Wurzeln der Gleichung (o" — ) ge- 
bildet sind, wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist, Perioden zu Gmnde ge- 
legt, welche mit Hülfe einer in 11 nicht enthaltenen Primzahl q aus diesen 
Wurzeln, analog den gewöhnlichen Kreistheilungsperioden für eine Primzahl, 
gebildet sind. Lei aolchen Perioden tritt ein Umstand ein, der sie wesentlich 
von den Perioden für Primzahlen unterscheidet, dass sie nämlich verschwinden 
können. Da man nun ebenso viele Systeme von Perioden aiifsteUen kann, 
als man verschiedene Primzahlen q wählt, so ist zuerst zu untersuchen, für 
weiche Zahlen n überhaupt Systeme mit verschwindenden Perio den vor- 
handen sind; und wenn n den nothwendigen Anforderungen genügt, so ent- 
steht alsdann die Frage, welche von den verschiedenen Systemen diese Eigen- 
schaft haben. — Die Erörterung dieser Fragen war in der obenerwähnten 
Abhandlung unnöthig, da, wie Herr Kummer selbst bemerkt, weder die Me- 
thode noch die Resultate derselben durch das Verschwinden der Perioden 
irgendwie modificirt werden. Jedoch ist daselbst schon angeführt, wie n be- 
schaffen sein müsse, damit überhaupt Systeme mit verschwindenden Perioden 
vorhanden seien. Ich erlaube mir nun im Folgenden an den Beweis dieser 
und einiger anderen ebendaselbst befindlichen Bemerkungen des Herrn Kummer 
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eine genauere Untersuchung der obigen Fragen, die an sich nicht ohne Interesse 
zu sein scheinen, anzuschliessen. 

Es mögen hier die Definition und die Grundeigensehaften der eben er- 
wähnten Perioden, wie sie in der Abhandlung des Herrn Kummer enthalten 
sind, in aller Kürze vorangeschickt werden. 

Es sei o) eine primitive Wurzel der Gleichung to" = I, q eine in n nicht 
enthaltene Primzahl oder wenigstens eine Zahl, die einer solchen Primzahl, 
mod. «, congTuent ist, und h eine beliebige ganze Zahl, so wird der Ausdruck 

T7j_ü)+U> -i-(U -\ 

37S] bis zu demjenigen Gliede fortgesetzt, auf welches meder w" folgen würde, 
als Periode mit dem Index k definirt. 

Eine Grundeigenschaft dieser Perioden ist die, dass ' 
ganzzahliges Jl mit tc^ identisch ist. 

Die n Perioden, welche den Werthen k = 1, 2, 3, ..., n entsprechen, theilt 
Herr Kummer derart in Gruppen ein, dass zu einer Gruppe solche Pei'ioden 
gehören, deren Indices mit n denselben grössten gemeinschaftlichen Theiler 
haben. 

Ist nun erstlich der Index k zu n prim, und gehört q, (mod. n) zum 
Exponenten t, so ist 

ir = iJ' +m'^ + <J'^' +■■■ + (o'^^^~' 
Alle Perioden, deren Indices zu n prim sind, bilden eine Gfruppe, welche, 

da t: , X , % , . . . , tt, , . identisch sind, - 'i'^ ■■ wenigstens formal verschiedene 

fc' fcg' 7c9=' ' Sa'"' * 

Perioden enthält. 

Hat aber der Index k mit n den grÖssten gemeinschaftlichen Theiler d-, 
und gehört q, (mod. -^j zum ExjDonenten t, so ist 

Da wieder t^ , tt:, , tt, , ..., t:, identisch sind, so enthält die zum Divisor d 

gehörige Gruppe ^ ■ wenigstens formal verschiedene Perioden. 

Wir wollen im Folgenden die Perioden, deren Indices mit n keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben, primitive, und die Gruppe, zu der sie ge- 
hören, die primitive Gruppe nennen. 
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Hat h mit n den grössten gemeinschaftlichen Theiler d^ so dass h = ÄV, 
und setzt man to^ = «>', so ist auch 

^ _ ,.,''^'j_ „/''^'äj. ,/^'5' , j.,,/^'3'^"^ 

Itj — (0+0) +<U -t- +(0 

Da nun lo' primitive Wurzel der Gleichung x^ = 1 ist, und h' zu -^ prim, so 
folgt daraus, dass eine aus den Wurzeln der Gleichung oi" = l gebildete 
Periode, deren Index mit n den grössten gemeinschaftlichen Theiler d hat, 
als eine primitive aus den Wurzeln der Gleichung ä; '* = 1 mit derselben 
Primzahl q gebildete Periode angesehen werden kann. 

1. [376 

Wenn eine Periode einer Gruppe verschwindet, so ver- 
schwinden alle Perioden derselben Gruppe. 

Denn sind s und s^ die Indices zweier beliebiger Perioden derselben 
Gruppe, und d der grösste gemeinschaftliche Theiler derselben mit n, so lässt 
sich eine solche zu -j prime Zahl u finden, dass s^ = sM, mod. «. Man hat 
alsdann iz ■= tc^^^, d. h. Tz^ und i:^, welche beide rationale Punctionen einer 

primitiven Wurzel der Gleichung a;'' = 1 sind, werden aus einander durch 
Vertauschung dieser Wurzel mit einer anderen primitiven erhalten. Da nun 
die Gleichung , welcher die primitiven Wurzeln genügen , (wie Herr Kronecker, 
LiouviLLEs Journal t. 19 ^), zuerst bewiesen) irreductibel ist, so folgt bekanntlieh 
aus dem Verschwinden von r.^ das Verschwinden von ir^ . 

Da es bekanntlich unendlich viele Primzahlen giebt, die einer der Zahlen 
welche kleiner als n und relativ prim zu n sind, congi'uent sind, mod. n, so 
kann man jede dieser letzteren Zahlen zur läildung von Perioden verwenden, 
und auf diese Weise cp(«,) Systeme von Perioden aufstellen, (Es kommt hier 
nicht darauf an, ob, wie es auch wirklich der Fall ist, einzelne von diesen 
Systemen identisch sind.) 

Unter diesen Systemen giebt es nach Herrn Kummer (s. d. ob. an. Abb. 
§2) dann und nur dann solche, welche verschwindende Gruppen 
enthalten, wenn n durch ein Quadrat theilbar ist. 
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Dies läast sich, t'olgendeimassen beweisen. Soll eine Periode verschwinden, 
so müssen alle Perioden derselben Gruppe, daher auch ihi'e Summe ver- 
schwinden. Ist die Gruppe eine pnmitive, so ist diese Summe gleich der 
Summe der primitiven Wui'zeln der Gleichung x" = 1 selbst; ist sie eine nicht 
primitive, und gehört sie zum Divisor d von », so ist diese Summe gleich 
der Summe der primitiven Wurzeln der Gleichung x^ = 1. Bekanntlich ver- 
schwindet nun die Summe der primitiven Wurzeln der Gleichung x' ■= \ dann 
und nur dann, wenn )■ einen quadratischen Factor enthält. Das Verschwinden 
einer Periode erfordert also , dass n durch ein Quadrat theilbar sei. Dass 
aber umgekehrt, wenn n dieser Bedingung genügt, auch wirklich Systeme mit 
verschwindenden Perioden vorhanden sind, wird zwar aus dem Folgenden von 
selbst ersiclitlich sein, lässt sich jedoch schon hier folgendermassen zeigen. 
377] Es sei _p"' eine der in n enthaltenen Primzahlpotenzen, so dass m' = -^ nicht 
mehr durch p theilbai- ist. Man bestimme z aus der Congi-uenz n'x + 1 = «, 
med. ^"', wo K eine primitive Wurzel von /*"' ist, alsdann ist n'x + 1 zu n prim. 
Nimmt man g = n'x + i, und setzt 10 — uv, so dass u und v primitive Wurzeln 
bezüglich der Gleichungen x = i und x = 1, dann ist 

^, = v[u-i-ii^ + u^ +■■■ + «'' j. 

Da nun unter der gemachten Voraussetzung die Primzahl p so gewählt werden 
kann, dass m>-1, so verschwindet der Coefficient von v als Summe der primi- 
tiven Wurzeln der Gleichung x^ = I; d. h. in dem mit einem solchen g ge- 
bildeten Periodensystem verschwindet die primitive Gruppe. 

Für- die fernere Untersuchung ist es zweckmässig, zuerst den Fall, dass 
n eine Primzahlpotenz ist, zu behandeln, da sich mit Hülfe der dabei ge- 
wonnenen Resultate alsda.nn der aligemeiae Fall wird erledigen lassen. 



Die Perioden für den Fall, wo n eine Primzahipotenz ist. 

Es sei ü) eine primitive Wurzel der Gleichung x^ == 1, wo p eine Prim- 
1. ist. Die Wurzel to ist bestimmt durch die Gleichung: 



(I.) <?{x) ■- 



~'(P-^) , ^P'"~Hp~ä) , 
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Wir beginnen mit dem Beweise der von Hen-n Kummer (s. d. ob. an. Abb. § 2) 
gemachten Bemerkung, dass zwei formal von einander verschiedene 
Perioden derselben Gruppe ungleich sind, ausser wenn die Gruppe 
verschwindet. 

Einer beliebigen Periode ir, kann man die Gestalt geben 

worin ^(u>) nur Potenzen von tu enthält, deren Exponenten kleiner sind als 
p""', und x(u>) nur solche, deren Exponenten kleiner als p'^'^ip — i)- Irgend 
einer anderen von tu^ wenigstens formal verschiedenen Periode derselben Gruppe 
Tij gebe man die ähnliche Gestalt: 

Sollte nun iz^ = tt^ sein, so hätte man: 

(2.) »"-(''-».i.W + xH = «'"•-<*-". <..M + z.W, 

oder mit Rücksicht auf die Gleichung (1 .) [378 

, |„i.-(»-9^.„l.-(!.-s)+... + „..--+ll^(.)-,.(.) 

^•' I =l„l'--ü.-^)+„J."-(J-»)+...^,„.-'+ll^_„_^_„. 

Da in dieser Gleichung sämmtliche Exponenten von to kleiner sind als p'^'^p—i), 
so muss wegen der Irreductibilität der Gleichung (1.) die linke Seite derselben, 
identisch mit der rechten übereinstimmen. Mit Rücksicht auf die Vorzeichen 
müssten aber Potenzen von 10, die aus dem (Jj(tD) enthaltenden Ausdrucke 
entstehen, mit solchen übereinstimmen, die dem ^^{'o) enthaltenden Ausdrucke 
angehören. Dasselbe gilt von den in /(«>) und Xil"*) vorkommenden Potenzen 
von (o. Allein die beiden letztgenannten Ausdrücke können keine gemein- 
schaftliche Potenz von (o enthalten, da sonst gegen die Voraussetzung %^ und 
IC eine gemeinschaftliche Potenz von «> enthielten, also identisch wären. 
Ebenso wenig stimmen die beiden erstgenannten Ausdrücke in einer Potenz 
von w überein. Denn wäre m •* = to ■'* , wo o^ und «^ zwei Expo- 

nenten von Potenzen von o) bezüglich aus (}'{<") und 4'i(*") sind, und h und k 
beide kleiner als p, so hätte man «^ ^ a^, mod.p™"', oder, da a^ und a^ beide 
kleiner als p""', a = a^. Dies erforderte aber wieder die Identität von tt^ 
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und TTj. Die Gleichung (3.) oder (2.) kann also nui' bestehen, wenn jede 
Seite für sich verschwindet, d. h. wenn i:^ und iz^ verschwinden. 

Wir nehmen jetzt an, dass der Fall, wo verschwindende Perioden möglich 
sind, Statt habe, dass also m > 1. Bildet man alsdann mit allen durch ^ 
nicht theilbaren Zahlen, die kleiner als p"\ sämmtliche Systeme von Perioden, 
so wird es zur Ermittelung derjenigen Systeme, welche verschwindende Gruppen 
enthalten, genügen, wenn diejenigen bestimmt werden, in welchen die primi- 
tiven Perioden verschwinden. Denn wollte man die Primzahl q ermitteln, 
für welche die zum Divisor d gehörige Gruppe verschwindet, so hätte man 
nur q so zu bestimmen, daas die primitiven Perioden der Wurzeln der 
Gleichung x*^ = i verschwinden. Nach No. 1 wird also die Frage durch Be- 
trachtung einer der primitiven Perioden erledigt, z. B. der mit dem Index 1. 

Gehört die von p verschiedene Primzahl g zum Exponenten t, so ist 



Soll Ttj verschwinden, so muss die Function 

F(x) ^ x+cc^ + x^^'-' + x^'" 
für a; = 10, d. h. wegen der Irreductibilitat der Gleichung (1.) für alle Wurzeln 
379] dieser Gleichung verschwinden, so dass 

(4.) Fix) = 7(ar).^(^), 

worin ^(x) eine ganze Function von x bedeutet, deren Coefficienten bekannt- 
lich (disquis. arithm. 42^)) ganzzahlig sein müssen. Setzt man x = 1, so 
erhält man 

(5.) i=p.-H^), 

d. h., weil ({j(J) eine ganze Zahl ist, das Verschwinden der primitiven Perioden 
erfordert, dass t durch p theilbar sei. Schliessen wir den Fall, wo ^ = 2 ist, 
vorläufig aus, so verschwindet umgekelirt tt^, wenn t durch^ theilbar ist, was 
folgendermassen bewiesen wird: 

Die Congruenz x* ^ 1, mod.^™, hat bekanntlich, weil t Theiler von 
p^~'{p—i) ist, t verschiedene reale Wurzeln. Es sei a eine derselben, so ist 
für eine beliebige ganze Zahl l die Zahl n + lp"''^ ebenfalls eine Wurzel, da 
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(a + ^p'""')' = a' + ltp'"~^ a~' = «'=!, moä.p'", weil t = 0, mod.^. Hieraus folgt, 
dasa zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen von p"'~^ genau — ver- 
schiedene Wurzeln enthalten sind. Da q eine primitive "Wurzel der obigen 
Congruenz ist, so sind die sämmtlichen Wurzeln derselben dargestellt durch 
1, q, §', ..., j'"'. Man hat daher, wenn das Summationszeichen S« sich auf 
alle verschiedenen Wui'zeln «, die kleiner sind als p"'~\ bezieht, 



was zu beweisen war. 

Es gilt daher folgender Satz: 

Ist^ eine von 2 verschiedene Primzahl und m>l, so besteht die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für das Verschwinden 
der aus den Wurzeln der Gleichung x =1 gebildeten primitiven 
Perioden darin, dass der Exponent, zu welchem q (raoä-p"') ge- 
hört, durch ^ theilbar sei. 

Wir betrachten jetzt den oben ausgeschlossenen Fall, dass |>™ = 2"' ist. 

Ist erstlich m — i, so gehört g (mod. 4) zum Exponenten 1 oder 2, je 
nachdem q = I oder 3, mod. 4. Im ersteren Falle ist die Periode eingliedrig und 
daher von Null verschieden; im letzteren Falle ist x^ = to+to' = (i)(l + o)') = 0. 

Ist ferner m>-2, so gehört bekanntlich q (mod. 2™) zu einem Divisor 
2* von 2'"■'^ Es sind alsdann drei Fälle möglich: 

l*™^ V = 0, dann ist die Periode eingliedrig und von Null verschieden. 

2'^''^ V ^ i, dann hat q als primitive Wui'zel der Congmenz x^ ^ l, [3S0 
mod. 2'", eine der drei Formen —1, S"*"'—!, 2™"'+ 1, und demnach -k^ resp. eine 
der di'ei Formen lo + «)"', o) + (u ~ , o) + tu ''" . Da <ü Wurzel der irre- 
ductibeln Gleichung a;^"' ' + 1 = ist, so sind die beiden ersten Ausdrücke 
von Null verschieden, während der letzte verschwindet. 

^teiis_ ^ > 1, Es gehört alsdann bekanntlich q (mod. 2"'"') zum Exponenten 
2"-', und deshalb sind die Zahlen 5^'"', ^^'"' + ^ 5^'"' + ^, . . ., 5^""^ bezüglich 
congruent den Zahlen 5'°, 5', q', ..., q^" '~^, mod. 2™""'. Man hat daher 

(7.) ,, = („ + „« + „«'+. .. + „ä''""')(l + „2-) = 0. 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so erhält man als Ergänzung zum 
obigen Satze den folgenden: 
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Es sei 2'' der Exponent, zu welchem q (mod. 2*") gehört, wenn 
m>l, so verschwinden die aus den Wurzeln der Gleichung x^"' = 1 
gebildeten primitiven Perioden dann und nnr dann, wenn ent- 
weder lOl, oder k = 1 und im letzteren Falle zugleich «? = 1, 
mod. 2"'""'. 

3. 

Zusammenhang zwischen den Perioden für eine zusammengesetzte 

Zahl und den Perioden für die Primzahlpotenzen. 

Es sei o> eine primitive "Wurzel der Gleichung a;" = 1, worin n eine aus 
den (t verschiedenen Primzahlpotenzen -p^ ", f^ ', ^^^ N ■ • -i fu.~7^ zusammengesetzte 
Zahl ist. Es bedeute, wie früher, q eine in n nicht enthaltene Primzahl, die 
(mod. n) zum Exponenten t gehört. Wir wollen den Zusammenhang der mit 
(l aus der Wurzel tu gebildeten Perioden mit denjenigen Perioden ermitteln, 
welche aus den Wurzeln der Gleichungen 

%S''=1, uf'=l, i^f^=l, ..., u0~'=l 

gebildet werden. Aus dem mehrfach angegebenen Grunde genügt es, die 
primitiven Perioden ins Auge zu fassen. Da im Folgenden Perioden vor- 
kommen, die nicht alle aus Wurzeln derselben Gleichung und mit demselben 
q gebildet werden, so wollen wii' allgemein eine Periode der Wurzeln der 
Gleichung s'' = 1, mit dem Index fe, wenn sie mit der in r nicht enthaltenen 
Primzahl Ä oder einer dieser (mod. )■) congruenten Zahl gebildet ist, mit (/, s) 
381] bezeichnen, so dass, wenn h zu )■ prim ist, und 5 (mod. r) zum Ex- 
ponenten gehört, 

(1.) (As) = /+/'+.""+•■.+/'" 

Wir stellen gleich hier zwei Eigenschaften der Perioden zusammen, wovon 
wir Gebrauch machen. Ist nämlich a = f .'{', so ist erstens, wenn (3' = ß^ 
mod. (f, 

(2.) {.''■,s') = U'',,^), 

zweitens, wenn l zu ^ prim ist imd k eine beliebige ganze Zahl, 

(3.) (/,»") = (.",.'), 
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Die Gleichung (2.) ergiebt sich daraus, dass, ■wenn A eine beliebige ganze 
Zahl ist, die Eeste der Zahlen ß + i.<f, ß + X^ + r^, ..., ß + X(f-[-{'\i~l)<f (mod. o) 
mit den Eesten der Zahlen ß,ß + <-f, . .., /5 + (|i — 1)^, abgesehen von der Ord- 
nung, übereinstimmen. Ebenso stimmen, abgesehen von der Ordnung, die 
Heste der Zahlen l, 21, 3?, ..., (t{' — 1)? (mod. ([i) mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., 4* — 1, 
daher die Keste der Zahlen Z^, 2/9, 3/cp, , ,,, (;}/ — l)/cp (mod. 0) mit den Zahlen 
cp, 2cp, 3cp, .. ., (']j — ])f überein, woraus die Richtigkeit der Gleichung (3.) erhellt. 
Bezeichnet man nun mit A^, A^, A^, . . ., A die Exponenten, zu denen die 
Primzahl q respective mod, p^ ", p^ *,p^ ", ...,^ _^~' gehört, ferner, für e = 

bis s = [i — l, mit u^ eine primitive Wurzel der Gleichung tt^^ ~ 1, mit c^ 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler zwischen A^ und dem kleinsten Viel- 
fachen aller übrigen A, endlich mit a das kleinste Vielfache von c^, c^, c^, ..., c,_^, 
so ist 

(4.) ,. = («,?) ='T(»?',«'')(«r,«'')(.f,2'')-.(«,l".,3H 

Die Allgemeinheit des Beweises dieser Gleichung wird, wie man sehen wird, 
nicht beeinträchtigt, wenn man annimmt, dass n nur aus drei Pi-imzahlpotenzen 

Pa''}Pi '■> Pi^ besteht. Da nunmehr w = u^ti^tt^, so hat man der Definition 

der Perioden gemäss, 

(6.) ",="%" ('>.",«.f- 

Bekanntlich ist t gleich dem kleinsten Vielfachen von A^, A^, A^, d. h., wenn 
man -^, -^, -^ bezüglich mit A', A', A' bezeichnet, t = «A'a'a', da die Zahlen 
k[, Aj, i.[ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, Daher lässt sich die ein- 
fache Summation in (5.) in die vierfache folgende zerlegen: [383 

a = a-ite=-j;-i6, = ?.;-i b^^X'^-i a+b„a+'b,a?.'n+'b.,aX'A', 

(6-) -.=-- 1: 2 S S K«.«./^ 

Da nun A^a, A^A^a durch A^, theilbar sind, so lässt sich in Bezug auf ti^ im 
Exponenten von j die Summe i^aA'^+h^aX'^X'^ unterdrücken. Ebenso lässt sich 
in Bezug auf u^ im Exponenten von q das Glied i^aX'^l'^ unterdrücken, da 
aA^Aj durch A^ theilbar ist. Führt man daher zuerst die Summation aus in 
Bezug auf B,, die sich nur auf die Wurzel u^ bezieht, alsdann die Summation 
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in Bezug auf ti^ , ■welche die Wurzel u^ nicht betrifft , darauf endlich die 
Summation in Bezug auf \, so erhält man 

(7.) TT, = S^ [u^ , q )(«/ , q "}[u^ ,q ' '}. 

Da nämlich q ,q ^ 5 " ' bezüglich mod. p^ ", ^^ \ p^ ' zu den Exponenten 
A[, A^, / gehören, und da — , -— ^, — "— bezüglich zu A^, A'^, A^ prim sind, so 
sind die in (7.) vorkommenden bezüglich mit ^ , ^ °, q " ' gebildeten Perioden 
nach Gleichung (3.) identisch mit denjenigen, die mit q °, q '^ ^ ^ gebildet 
werden. Da femer a durch c^, c^, c^ theilbar ist, so Hessen sich in den Indices 
der aus u^, u^ gebildeten Perioden nach Gleichung (2.) bezüglich die Zahlea 
6^, a und &„ ß + 6, «A^ unterdrücken. Man hat daher auch 

(8.) -="!;'(»?", /•)("?", e^'K«?",?"'), q.e.ä. 

Ich bemerke hierzu noch Folgendes. Nach Gleichung (2.) stimmt die 
Periode [u^ , q ') für ein beliebiges mit einer derjenigen überein, die man 
erhält, wenn man dem a alle Werthe von bis c^ — 1 beilegt. Diese c^ Pe- 
rioden sind alle von einander verschieden. 

Setzt man — = a^, so ist der Coefficient von [u^ , 3 ') in (4.) 

(9-) S W ,q"VW ,a'').:{ul, ,äHl«L -sH-WA ,3H, 

6 = 
ein Ausdruck, der eine aus den Wurzeln der Gleichung ^ ^ = 1 mit q ^ ge- 
bildete primitive Periode darstellt, wo n' = -™- ist, da derselbe unverändert 

bleibt, wenn man sämmtliche Indices mit q^'^ multiplicirt, worin x eine be- 
liebige ganze Zahl ist (Gleichung (2.)). 

383] Die Darstellung einer primitiven Periode mit dem Index h erhält man, 
indem man die Indices sämmtlicher Perioden in (4.) mit Je multiplicirt. 



Um für die Perioden der Wurzeln der Gleichung x" = 1, wo n eine 
zusammengesetzte Zahl ist, auf die einfachste Weise dieselben Fragen zu 
lösen, die in No. 2 für den Fall einer Primzahlpotenz behandelt worden sind, 
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ist es nothwendig, den Begriff der la-reductibilität der Gleichung für die 
primitiven "Wurzeln F{x) = in dem verallgemeinerten Sinne aufzufassen, 
den ihr Herr Kroneckeb (1. c.) gegeben. Danach läset eich F(x) nicht in 
Factoren zerlegen, deren Coefücienten rationale Functionen von a sind, wenn 
a Wurzel einer Gleichung x'' = 1 ist und }■ mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat. Daraus folgt auf die bekannte Weise, dass, wenn uj eine primi- 
tive Wurzel der Gleichung x" ^= 1 bedeutet, die Gleichung 

wo Je -^ rf>(n) unä a^, a^, a^, ... rationale Functionen von « sind, gleichbedeutend 
ist mit dem Systeme der Gleichungen 

«^ = 0, ö, == 0, «2 = 0, . . ., O;. = 0. 

Hat man daher, unter Beibehaltung der Bezeichnungen der vorigen Nummer, 
eine Gleichung der Form 

(1.) S.^.K'2'') = 0- 

worin das Summenzeichen 2„ sich auf eine gewisse Anzahl solcher Indices a 
bezieht, für welche (m^, ^ ^) verschiedene Perioden liefert, und die Coefficienten 
Xj^ rationale Functionen der Wurzeln der Gleichung x := 1 sind, (wenn man 
— ^- = n' setzt), so ist X =0 für alle erwähnten Werthe des a. 

Denn reducirt man die Perioden [u°, q ^) mit Hülfe der Gleichung der 
primitiven Wurzeln, welcher ti^ genügt, derart, dass in dem reducirten Aus- 
drucke R^ die Exponenten von u^ kleiner sind als p^ ^ (/'e~Oi ^^ haben in 
der Gleichung 

(2.) 2a^«^. = 0> 

nach den am Anfange der No. 2 an den Gleichungen (2.) und (3.) angestellten 
Betrachtungen, die verschiedenen B keine gemeinschaftliche Potenz von iL. 
Es müssen daher nach dem Obigen, da atisserdem n[ zu p^ ^ prim ist, die X 
als Coefficienten verschiedener Potenzen von u^ verschwinden. 

Wir beginnen nunmehr auch für den allgemeinen Fall mit dem Be- [384, 
weise der Bemerkung des Herrn Kummer, dass zwei formal verschiedene 
Perioden derselben Gruppe nur dann einander gleich sind, wenn 
sie verschwinden. 
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Es genügt aus dem mehrfach angegebenen Grande, den Beweis für die 
primitiven Perioden zu führen. Besteht die Zahl n nur aus zwei verschiedenen 
Primzahlpotenzen p^ " und p^ ', so ist c^:= c^^^ a, und daher gemäss der 
Gleichung (4.) in No. 3 irgend eine primitive Periode it^ 

(3.) < Ebenso ist eine andere von -k^ formal verschiedene primitive Periode tu 

Verschwinden die mit q " aus der Wurzel ti^ gebildeten primitiven Perioden, 
so verschwinden auch 7r_, und ti^. Findet dies nicht statt, so ist entweder 
für keinen Werth von «, s^rq", mod.^^ °, oder diese Congruenz findet für 
irgend einen Werth von « statt. Im ersteren Palle sind die in tu,, und ir 
enthaltenen Perioden der Wurzel u^ alle von einander verschieden, und daher 
erforderte die Gleichung t^^—t^^ = nach dem Obigen, dass die aus der 
Wurzel Mj mit q " gebildeten primitiven Perioden, abo auch ir,. und tz ver- 
schwinden. Im zweiten Falle sind die Perioden («„^^ , 9*^"), (w*^ ,5*^") etc. 
bezüglich identisch mit den Perioden i^t^ t 5 "ji (^^^ ,q'^'') etc. In diesem 
Falle folgt nach dem Obigen aus der Gleichung 11:^, — tü^ = 0, dass die Perioden 
R j?")?^ ) ?""} etc. bezüglich gleich sind den Perioden («['^ "j §^°)i 
(■»tj , q ") etc. Die beiden letztgenannten Periodenreihen sind aber wegen 

der über ii:^ und tz^ gemachten Annahme nicht auch identisch, daher müssten 
nach dem ersten Satze in No. 2 die mit q " aus der Wurzel u gebildeten 
primitiven Perioden, also auch iz,. und tu^ verschwinden. Besteht die Zahl n 
aus drei verschiedenen Primzahlpotenzen ^"'^ ^™',^™^, so hat man für irgend 
eine primitive Periode tt^. gemäss der Formel (4.) in No. 3 

( », =""|~'A(.r»",-/-), 

(4.) l und für eine von ir^ formal verschiedene primitive Periode ir 
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Wiederholt man die obigen Schlüsse, indem man nur an die Stelle [38s 
der Perioden [u^ ;? )i(**i j? ) bezüglich Ä^ und B^ setzt, und bedenkt 
man, dass diese Grrössen nach der am Schlüsse der vorigen Nummer gemachten 
Bemerkung primitive Perioden der Wurzeln der Gleichung x ^ * ^ 1 sind, 
für welche der Satz eben erwiesen worden, so erfolgt die Gültigkeit des 
Satzes auch für den Fall, wo n aus drei Primzahlpotenzen besteht. 

So fortfahi'end erkennt man die Allgemeingültigkeit des obigen Satzes, 
untersuchen wh' jetzt, welchen Bedingungen q genügen müsse, damit in 
dem dadurch entstandenen Periodensysteme verschwindende Gruppen enthalten 
sind. Wie bei den Primzahlpotenzen genügt es auch hier zu fragen, für 
welche q die Periode tc^ verschwinde. Die Gleichung tl^ = ist nach Glei- 
chung (4.) in No. 3 gleichbedeutend mit der folgenden: 

(S.) °"|^V(.f,9°') = 0, 

WO £ eine der Zahlen 0, 1, ..., (* — 1 ist, und nach der am Schlüsse der No. 3 
gemachten Bemerkung die A primitive Perioden darstellen, die aus den 
Wurzeln der Gleichung x ' ^= l mit q ^ gebildet sind, wenn man n[ = —^■_ 
setzt. Aus der Gleichung (5.) folgt nach den obigen Principien 

(ö.) jüf = 0, 

wenn nicht die mit q ^ aus der Wurzel u^ gebildeten primitiven Perioden 
verschwinden. Behandelt man die Periode A^^^ ebenso wie tc^, so erfordert 
die Gleichung (6.) entweder das Verschwinden der mit q '' gebildeten primi- 
tiven Perioden der Wurzel u^ , wo e' ein von s verschiedener Zahlenwerth 
der Reihe 0,1, ...,(t — 1 ist, oder das Verschwinden einer primitiven Periode 
der Wurzel der Gleichung x ^'^' = 1, wo n' = „.., m^" Fährt man so fort, 
80 sieht man, dass schliesslich für irgend einen Werth C aus der Zahlenreihe 
0, 1, 2, ..., ^ — 1 die mit q'^^ gebildeten primitiven Perioden der Wurzel m. ver- 
schwinden müssen. Dass umgekehrt das Verschwinden dieser Perioden das 
Verschwinden von r:^ nach sich zieht, folgt daraus, dass im Ausdrucke von 
•K^ in Gleichung (4.) No. 3 jedes Glied eine solche Periode enthält. Da nun 
g ", J ', ..., q ' respective zu den Exponenten A^, K[, ..., X bezüglich [386 

Fuchs, mathem. Werte. I, 9 
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mod. p^ \p^ \ ■■■,p^l'~^, gehören, so haben wir mit Zuziehung der Resultate 
in No. 2 folgenden Satz : 

Es sei n eine aus den verschiedenen Primzahlpotenzen 

zusammengesetzte Zahl, und es gehöre die in n nicht enthaltene 
Primzahl q bezüglich mod. 2'"°, ^'"', j)/", .■.,p'^^~' zu den Exponenten 
2*, Aj, X^, ..., l^^_^\ es seien ferner 2'', A^, A^, ..., A^_, die diesen Exponenten 
entsprechenden Zahlen, die man aus denselben erhält, indem man 
diejenigen Factoren weglässt, welche ein jeder derselben mit 
dem kleinsten Vielfachen aller übrigen gemein hat: so ver- 
schwindet die primitive Gruppe der aus den Wurzeln der Glei- 
chung «" := ] gebildeten Perioden dann und nur dann, wenn A' = 0, 
mod, _jn^ für wenigstens einen derWerthe e = l, 2, ...,(* — 1, oder wenn 
v'>l, oder endlich wenn v' = ^ und im letzteren Falle zugleich. 
5 = J, mod. 2 " . 
Berlin, 1862. 
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IV. 



ÜBER 

DIE AUS EINHEITSAVURZELN GEBILDETEN COMPLEXEN ZAHLEN 

VON PEEIODISCHEM VERHALTEN, INSBESONDERE DIE 

BESTIMMUNG DER KLASSENANZAHL DERSELBEN, 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Ed. 65, 1866, S. 74 — 111,) 



Der Theorie der aus den Wurzeln der Einheit gebildeten complexen [74 
Zahlen hat Kummek gewisse Perioden zu Grunde gelegt, auf welche sich 
namentlich die Definition der idealen Primfactoren stützt (s. dieses Journal, 
Bd. 35 und Abhandlungen der Berl, Acad, 1856), Diese Peiioden habe ich 
für den Fall, dass der Grad der Einheitswurzel durch eine zusammengesetzte 
Zahl angegeben wird, in einer früheren Arbeit (dieses Journal, Bd. 61*}) einer 
näheren Untersuchung unterwoifen. Das Folgende bezieht sich auf eine Art 
complexer Zahlen, welche mit diesen Perioden im engsten Zusammenhange 
stehen. Es sei nämlich (o eine primitive n'^ Wurzel der Einheit, und z eine 
Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, so bilden im Falle, 
dass n eine einfache Primzahl ist, die aus den mit /. gebildeten Perioden ent- 
stehenden complexen Zahlen die allgemeinste Form der complexen Zahlen 
/■((o), welchen die Eigenschaft /'(u)'") = /'(«)) zukommt. Anders verhält es sich 
im Allgemeinen im Falle, dass n keine einfache Primzahl ist. Hier sind die 
aus den Perioden gebildeten complexen Zahlen nur besondere Formen der 
allgemeineren Art complexer Zahlen, welche nur durch die Eigenschaft 
f{üi'') = f{ia) definirt sind. Mit diesen complexen Zahlen will ich mich im 
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Folgenden bescliäftigen, und namentlich die Anzahl der Klassen der idealen 
Zahlen derselben bestimmen. Die Klasssnanzahl der einfachen complexen 
Zahlen, welche Kummer (Monatsberichte der Acad. Januar 1863) schon ange- 
geben hat, entspricht übrigens dem besonderen Falle, wo x =: ] ist. 

1. 
Es sei «o eine primitive "Wurzel der Gleichung x^ = 1, wo n eine be- 
liebige ganze Zahl ist, ferner x eine Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, so ist der Ausdruck 

soweit fortgesetzt, bis das erste Glied wiederkehrt, die Periode, welche Kum- 
75] MER der Theorie der aus der Wurzel 10 gebildeten complexen Zahlen zu 
Grunde gelegt hat (vergl. die Abh. gelesen in der Academie der AViss. IS.Decbr. 
1856). — Ist r zu M prim und gehört x (mod. n) zum Exponenten z, so ent- 
hält Tu^ genau t Glieder. — Die Periode ir^ ist die einfachste der comjjiexen 
Zahlen /"(«)), welche so beschaffen sind, dass /'(co^) = /"("»). Wir werden daher 
alle complexen Zahlen der letzteren Art, mit Rücksicht auf diese Eigenschaft, 
als complexe Zahlen in t: bezeichnen. 

Es sei nun rp{(u) ein idealer Primfactor der nicht in n enthaltenen realen 
Primzahl q in der Theoiie der complexen Zahlen in lu, und -a^ die niedrigste 
Potenz von z, die congriient einer Potenz von q (mod. n), so ist das Product 
der conjngirten Factoren: 

H-) = •-?(»).(«'-) tK")...t(»"'") 

als idealer Primfactor von q in der Theorie der complexen Zahlen in % an- 
zusehen. 

Es sei ferner p eine «mal in n enthaltene Primzahl; setzt man —^,=n' 
und bezeichnet mit oj' eine primitive Wurzel der Gleichung 3;" =■ 1, mit x('"') 
einen idealen Primfactor von f in der Theorie der complexen Zahlen in u>, 
und ist endlich x" die niedrigste Potenz von x, die congruent einer Potenz 
von 1} (mod. Ji'), so ist 

,(«■) = z(»')z(»"-)zU'"")-.x(»'"'") 

als idealer Primfactor von f in der Theorie der complexen Zahlen in r. anzusehen. 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER COMPI,EXEN ZAHLEN. 71 

Sind überliaupt x und q zwei Zahlen, die mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so ist die Entscheidung übet die niedrigste Potenz der einen, 
die einer Potenz der anderen (mod. re) congi'uent ist, für das Folgende wesent- 
lich nothwendig, so dass ich erst auf diese Frage näher eingehen muss. 

2. 

Zunächst ergiebt sich folgender Satz: 

Es sei yJ die niedrigste Potenz von z, die einer Potenz von q 
(mod. Ji) congruent ist, g" die niedrigste Potenz von 5, die einer 
Potenz von v. congruent ist, und gehören z und q (mod, w) respec- 
tive zu den Exponenten t und t, so ist y ^ — 

Denn erstlich ist ersichtlich, dass f und g Theiler respective von - und 
t sein müssen. Es sei daher mg = t und q" ^ z", raod. /*, so ist m« = 0, 
mod. T, und es ist ?n als die kleinste der Zahlen, wofür die letztere Con- [70 
gruenz erfüllt ist, ein Theiler von t, und — der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von a und t. Da ferner f ein gemeinschaftlicher Theiler von x und k 
ist, so ist — = Af oder ■— = Af, wo A eine ganze Zahl. Aus demselben 
Grunde ist — = Bfi, wo B eine ganze Zahl. Multiplicirt man beide Glei- 
chungen mit einander, so erhält man AB =^1, d. h. A = B = 1] daher 
— = 4-, wie behauptet wurde. 

Ferner beweist man ohne Mühe den Satz : 

Ist n eine Primzahlpotenz, und dividirt man t durch den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler von i und t;, und bezeichnet 
den Quotienten mit t\ so ist q* die niedrigste Potenz von q, die 
congruent ist einer Potenz von k (mod.«). 

Schwieriger ist die .genauere Bestimmung der niedrigsten Potenz 5" in 
dem allgemeinen Ealle , dass n eine zusammengesetzte Zahl ist. Wir gelangen 
dahin auf dem folgenden Wege. Ich beschränke mich hierbei auf den Fall, 
dass n eine ungerade Zahl ist, weil in dem anderen Falle, wo n gerade ist, 
nur einige Modificationen erforderlich sind. Feiner wird das Gesetz in seiner 
Allgemeinheit schon an dem Falle, dass n nur drei verschiedene Primzahl- 
potenzen enthält, sichtbar. 

Es sei daher n^p p^'p^', "^o pfP^,p^ verschiedene ungerade Primzahlen 
sind; es gehöre x respective mod. p ,p,',p^ zu den Exponenten ö, d^, ä^, 
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ebenso q zu den Exponenten d, d^, d^. Es seien ferner, indem ich mich des 
Zeichens {li,l,...,s) flxr das kleinste Vielfache der Zahlen fc, l, ...,s bediene, 
c, c,, c^ resp. die grössten gemeinschaftlichen Theiler von Ö und (*,,i?J, *, und 
{S, Äj, d^ und (*, dj, und man setze — = d', -^ = ä^, -^ = i5'. Bezeichnet 
man alsdann mit v,v^^v^ respective die grössten gemeinschaftlichen Theiler 
von (^ und iS', d^vtaA 8[, c?^ und d[^ und die auf ^ ^P,''Pi^ bezüglichen Indices 
respective mit Ind, Ind^, Ind^, so dass 

Ind^j = rh, Ind, g = r^b^, Ind.^q = r.^h,, 
Indü = Qß, Iiid,-^ = p,/3,, Ind,-/. = Q^ß^, 

wo 6 und (3, 5^ und /3^, 6^ und /3^ die gi'Össten gemeinschaftlichen Theiler der 
Indices von q und x respective mit tf)(p ), ^(i', ')i ^li^^ ) sind, so findet das 
folgende System von Congi-nenzen statt: 



"] 



-Indg = vj-^cIndK, mod.<f(p ), wo t^q = r, mod. d, 



-^Ind,^ = v;, — -Cilnd//., mod.f(p^'), wo ij^pj = r,, mod. Ö",, 



Bezeichnet man mit i, i^, \ die gi'össten gemeinschaftlichen Theiler von ■-, -—-, -^ 
respective mit {-—^ ~J, (— , -r)^ (— , -r-l, so erhält man aus den Congruenzen (t.) 
die folgenden: 



(2.) 



Indg 



Ind,$ = 



Ind, q s 



-^— clndü, mod. (|)Qj ), 



^jlnd^ü, mod. 9 O?,')! 



-CjIndjX, mod. 9(2?/). 



Hat man aber eine Zahl 3 so zu bestimmen, dass 

s = a, mod. )J(, s = h, mod. «(,, s = c, mod. ?)?a, 
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WO a, b, c, m, m^^ m^ beliebige Zahlen bedeuten, und sind A, ft, v respective 
die grössten. gemeinschaftlichen Theiler von m und m^, j« und m^, m^ und ot^, 
so ist bekanntlich erforderlich, dass 

a — b s 0, mod. A, ct — c = 0, mod, ji, ö— c = 0, mod. v. 

Diese Bedingungen sind aber aixch zur Existenz der gesuchten Zahl s genügend. 
Denn zunächst kann man eine Zahl x finden derart, dass a; = a, mod. m, und 
35 = 0, mod. m,. Man bestimme nun eine Zahl z durch die Congruenzen 
^ = a;, mod. {m, mj, s = c, mod. m^, so ist zu deren Existenz nothwendig und 
hinreichend, dass x — c = 0, mod. '^ , wenn tp der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von (m, mj und m^ ist. Diese Bedingung ist aber offenbar erfüllt 
und die zuletzt gefundene Zahl s die gesuchte. 

Da 5', d|,d^ Zahlen sind, wovon nicht zwei einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, und daher die grössten gemeinschaftlichen Theiler je zweier 
der Grössen S mit denen der entsprechenden GJrÖssen c zusammenfallen, so 
kann man daher eine Zahl s finden, derart dass 

s~ r. '—. — ^— c, mod, ö, 



(3.) 



fä <L\ 



-Cj, mod. d 



/ d d,\ 



■ ~ fi^—^— — ■ • ' c^, mod. ö'j. 

Hieraus geht mit Bücksicht auf die Congruenzen (2.) hervor, dass f-^)-^;-^) 
ein Multiplum des kleinsten Exponenten g ist, für den q" congi-uent einer 
Potenz von z (mod. n). 

Haben — , -r, ~^ respective mit c, c^, c^ die gi'Össten gemeinschaftlichen Theiler 
Xi X ' Xa' ^^ ^^^^ ^X' ''^iXii ''sXa respective die grÖssten gemeinschaftlichen 
Theiler von d und 6, d^ und ä^^ d^ und ö^; es sind daher nach dem zweiten 
der am Anfange dieser Nummer gegebenen Sätze — , --^, ■^- respective die 
kleinsten Exponenten, für die eine Potenz von q congruent einer Potenz von 
X respective mod. p"' , p"' , p^\ Es bleiben daher die Congruenzen (1.) nach 

Fuchs, mfiUwn. Wecke. I. 10 
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ihren bezügliclien Moduln richtig, wenn man beide Seiten derselben respective 

durch X)XiiXi tlividirt. Hieraus ergiebt sich, dass man die Congruenzen (2.) 
(ä, A,\ Id äA (d d,\ 

>-L — Jl_ — iL — i_, — U- dividiren darf, ohne die Mo- 



respective durch ^ '. — —, — ~. — ~, — 
duln zu dividiren. Offenbar ist aber der gesuchte Exponent g ein Vielfaches 
von (^-, — ?-, — ^), daher ist die Zahl, durch welche (— , -^, -^j zu dividiren 
ist, um g zu geben, ein gemeinschaftlicher Theiler von 



■'A7,-it H 



Da man aber durch den gi-össten gemeinschaftlichen Theiler dieser drei Zahlen 
jede der Congruenzen (2.), unbeschadet ihrer Dichtigkeit nach ihren bezüg- 
lichen Moduln, dividiren darf, so folgt, 
/^ d^ d^ 

daes g = — — ^ — ^, wenn '\> der grösste Factor des eben erwälmten 
grössten gemeinschaftlichen Theilers ist, für den noch eine Zahl 
79] s' ermittelt werden kann, die den folgenden Bedingungen ge- 
nügt: 






moi5. 1 



(4.) 



Ich behaupte jetzt, dass ^ mit ^, — 4-, —4- keinen gemeinschaftlichen Theiler 
hat. Denn gesetzt f{j habe mit — ;■ einen gemeinschaftlichen Theiler o, so ist 



sofort zu sehen , dass a 



Factor von ■ - ■ ■; — — oder auch von 



ein Factor von c sein muss, weil 



mit — r keinen gemeinschaftliche! 



Theiler hat. Daher hat auch keinen Factor mit -q gemeinschaftlich, weil 
dieser sonst (s. Congruenz {!.)) auch Factor von r wäre, was nicht möglich 
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ist, weil r zn d prim ist. Ferner entliielten die Coefficienten von c^ und c^ 
in der zweiten und dritten Congruenz (2.) den Factor c. Der Bedeutung der 
Grössen c gemäss muss aber jeder Primfactor von c in einer der beiden 
Gröeaen c^ oder c^ enthalten sein. Irgend ein Primfactor [t von o mues daber 
auch in c oder c^ enthalten sein, und zwar mindestens in einer dieser beiden 
Grössen so oft ab in c, es sei dies in c^, alsdann erfordert das Bestehen der 
Congi'uenzen (4,), dass — diesen Primfactor noch ebenso oft als c^ enthält, 
was aber absurd ist. Da man ebenso beweisen kann, dass ^ weder mit — ~, 
noch mit -^ einen gemeinschaftlichen Theiler bat, so folgt, dass ijj der grösste 
Factor des gi'össten gemeinschaftlichen Theilers von ■ ''--'- ■-, - - ■ ' ■ ' ■ - , ^° .'^'^ 
ist, wofür noch die Congruenzen (4.) eine Lösung zulassen. Aber ^ muss 
offenbar auch ein Theiler von (X; Zij xJ ^'^^ daher auch von ic,c^,c^) sein; 
es ist also <^ der grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers von 
xfa'^a) ^ x<{\'h) ,^ . Xjt'j , *i . ) ^ ^c, Cj, Cj), wofür noch die Congruenzen (4.) lösbar [so 
sind, indem man jetzt unter /, j^^, y_^ respective die gi'össten gemeinschaftlichen 
Theiler von i, i^, i^ und c, c^, c^ versteht. 

Zum Bestehen der Congruenzen (4.) ist aber nach einem oben ange- 
führten Satze das Bestehen des Systems der folgenden Congruenzen noth- 
wendig und hinreichend; 



/d 


<i,' 


)'■ 


U' 


^7- 




h'^ 




,d 


'!,' 


h 


U' 


», , 




'A 




/d 


<i/ 




U' 


ü, , 





i 0, mod. öJ, 

wo (5j, öjj, Ä, respective die gröaaten gemeinschaftlichen Theiler von c und c^, 
c und Cj, Cj und c^ sind. 

Multiplicirt man die erste dieser Congruenzen mit pp^, die zweite mit 
0pj, die dritte mit p^p^, so werden dadurch den linken Seiten keine neuen 
Factoren der bezüghehen Moduln hinzugefügt, weil diese respective zu den 
Zahlen pp^, pp,, p,p, prim sind. Da nun vjp = r, mod. c, vj^p^ = r^, mod. c^, 
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7]j9^ = )'g, mod. c^, SO verwandelt sich das letzte System von Congruenzen in 
das folgende: 



(^ 


■t> 




n 


l'l. 


d,] 


u, 


• 0,1 




it 


jd 


•ih 


[v 



..(!• 


''' 


mod. ö„ 


•-.9 „_ 


h-^ ' 


,..f(t 




raod. ö,, 


„,ii 


.y -0, 


mod. Ä. 



Diese Congruenzen setzen wir in andere mod. <^ um; dann können wir die- 
selben respective durch -^i—fV '^i^i'^i^^"- ^^^ erhält alsdann: 

il i ('.^ '.) _1 _ ^ A _^ Ml A = mod * 

8i] Es ist aber, wie schon bemerkt, (c, cj = 0, mod. c^, daher 1^ : ^ eine 

ganze Zahl, oder -^ = A^, wo A eine ganze Zahl. Ebenso findet man 
A. = B-^, wo B eine ganze Zahl. Multiplicirt man die beiden letzten Glei- 
chungen, so erhält man AB = 1, d. h. A = B = 1. Daher ist -4- = '^'''" - 

Man hat also als Resultat unserer Untersuchung über den kleinsten 

Exponenten g, für den q^ congruent einer Potenz von x (mod. w), 

da SS g = —r —A- — 4~ - ' ^^ ; wenn <\^ der grösste t^actor des grössten 

gemeinschaftlichen Theilers von Ziliiiil^ lys^^h) ^ XaC^V; .^ j^^^ ^^^ ^^^ ist, für 

welchen das folgende System von Congruenzen noch identisch 

erfüllt ist: 

^ JL. ftji?) («>^J _ ^ iL Jl_ (bM ("""^^^ =0 mod ' 
V v^i, i c, '^ Vj vi ij c ~ ' '^' 

(5) / r il-^(!iiiill£l^_r A _^ (!jA) Ci'xiil = mod J. 
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WO 'i, /_j, "/^^ die grössten gemeinschaftlichen Theiler respective 
von i und c, i^ und c^, i^ und c^ sind. 

3. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in No. t und 2 ist die Anzahl 
der conjugirten idealen Primfactoren einer nicht in n enthaltenen Primzahl q 
in der Theorie der complexen Zahlen in tu gleich -^^' Enthält eine com- 
plexe Zahl in tc, /'(oi), genau m ideale Primfactoren von g, so enthält die 
Norm derselben, nämlich 

i7/'H = /(a>'-*)f («'■')... f(<„^0, 

WO V = -^^ und »',, r^i, ..., r^ die v Zahlen sind, welche kleiner als n und 
prim zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
von X (mod. n), genau die Potenz §'"'', da - - ■ : ~^V - = ~ := g (nach No. 2). 
Bedeutet G den Ideinsten Exponenten, für den p congruent einer Potenz von 
m (mod.«'), so findet man ebenso, dass die Norm einer complexen Zahl [82 
in TT, f(<J)), welche genau M ideale Primfactoren von p enthält, genau den 
Factor p^'^ hat. 

Hieraus ergiebt sich, dass die Norm einer complexen Zahl in t:, /'(u)), 
die Gestalt hat : 

,j., , MG M.G, M.G. mg m-.g, m^«/, 

wenn M, M^, M^, ..., m, m^, m^, ... ganze Zahlen und G^, G^, ..., g^, g^, ... 
eine ähnliche Bedeutung wie respective G und g haben. 

Ideale Zahlen in tu gehören zu derselben Klasse, wenn sie mit der- 
selben idealen Zahl in t: multiplicirt eine wirkliche complexe Zahl in ir 
zum Producte geben, d. h. eine complexe Zahl i^(<«) mit der Eigenschaft 
i^(tt)*) =^ F{to). — Man beweist nach den Principien von Kummer, dass es 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen giebt. 

Ehe wir nun zur Bestimmung der Anzahl dieser Klassen übergehen, 
wollen wir eine Bemerkung machen, wodurch die Betrachtungen vereinfacht 
werden. 

In meiner oben erwähnten Arbeit habe ich die Bedingungen für das 
Verschwinden einer Periode tc,, deren Indes )■ zu n prim ist (einer primi- 
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tiven Periode, wie ich. sie dort genannt habe) angegeben. Aus diesen Be- 
dingungen geht hervor, dass man einen Factor d von n finden könne, derart 
dass die Periode t:,.^ nicht verschwinde, und dass wenn d der kleinste der 
Factoren von n ist, weicher dieses bewirkt, jeder andere von derselben Art 
ein Multiplum von d sein müsse. Ist d der kleinste Factor von w, für den 
Tu,,^ nicht mehr verschwindet, so ist (?. cpl-l^j = cp()t). In dem Ausdrucke, in 
welchen sich -k^.^ nur auf eine Weise setzen läset, nämlich: 

sind daher die Exponenten von (o kleiner als f{n). 

Ist nun /'((o) eine wirkliche complexe Zahl in ic, so ist 

fW -/~K) = /K^) = ■■■ = fK"'), 

daher x/'((ü) = F{%), wo F(t:) eine nur die Perioden enthaltende complexe 
Zahl ist. Sind nun die Bedingungen erfüllt, welche für das Verschwinden 
der primitiven Perioden nothwendig und hinreichend sind , und ist d der 
kleinste Factor von n, für den tc,,^ nicht mehr verschwindet, so wird also nach 
83] der eben gemachten Bemerkung J^(tc) eine aus den Wurzeln der Gleichung 
x^ = l gebildete complexe Zahl sein, in welcher die sämmtlicben Exponenten 
von ü) kleiner als (p(w) sind. Sie lässt sich dater auf die Gestalt bringen: 

wo die Exponenten von tu kleiner als -f (n) sind. Aus der Gleichung 
■if\ia) = F{tz) folgt daher, dass sämmtliche Grössen c durch x theilbar sind, 
dass also /"(tu) selbst einer aus den Wurzeln der Gleichung x^ = i gebildeten 
complexen Zahl gleich ist, also einer auf eine Gleichung niedrigeren Grades 
bezüglichen complexen Theorie angehört. Hieraus folgt, dass wir uns im 
Folgenden auf solche Werthe von x beschränken können, wofür 
die primitiven Perioden nicht verschwinden. 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER COMPLEXEN ZAHLES. 



Um die Klassenanzahl der complexcn Zahlen in tu zu bestimmen, muss 
man den Grenzwerth der Reihe 

ermitteln. In dieser Reihe ist die Summation auf alle nicht durch blosse 
Einheitsfactoren verschiedenen idealen oder wirklichen complexen Zahlen in 
% zu erstrecken, und der Norm die in der No. 3 angegebene Bedeutung bei- 
zulegen. Diese Reihe ist mit der folgenden gleichbedeutend: 

E = (s— 1)2 j/fjo M. G. s M. a. s w^ 



■P, ■■■1 -9, -f;, 

worin man über alle realen Primzahlen q^ q^,, q^, ... die nicht in «, ent- 
halten sind, und über alle positiven ganzzahligen Werthe von M, M^, M^, ..., 
m,m^,m^,... summiren muss. Es sei der Exponent, zu dem -/ (mod. «') 
gehört, t' der Exponent, zu dem p nach demselben Modul gehört, a der 
kleinste Exponent, für den •/" congi-nent einer Potenz von p (mod. w'), und 
man bezeichne die Grösse -^^ = -^^^ mit a, und die Grösse -^-^--l = -^^ 
mit TT, und lege den Grössen w^,«^, .,., Ü^,U^,... eine ähnliche Bedeutung 
respective für q^, j^, .,., p^,p^, ■■■ bei, so findet man 

wo jedes Productenzeichen J], sieh auf alle diejenigen unendlich vielen [84 
nicht in n enthaltenen Piimzahlen bezieht, für die g oder u denselben Werth 
haben, und die Anzahl der verschiedenen Producte mit der Anzahl aller mög- 
lichen Werthe von g oder u übereinstimmt. 

Es ist nun dieser Ausdruck R in ein Product mit endlicher Eactoren- 
anzahl zu verwandeln, derart dass jeder Factor eine bestimmbare Reihe wird. 
Diese Umwandlung, welche für gewöhnliche compiexe Zahlen ohne Mühe ge- 
leistet werden kann, ist für die complexen Zahlen in i: mit Schwierigkeiten 
verknüpft. Es war dazu die in No. 2 vorausgeschickte Untersuchung über 
den kleinsten Exponenten g, für den q" congi-uent einer Potenz von x (mod. n) 
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wird, unumgänglich nöthig, wie aus der folgenden Nummer noch deutlicher 
hervorgehen wii-d. 

Ich darf mich in den ferneren Entwickelungen der besseren Übersicht 
wegen auf den Fall, wo n ungerade ist, beschränlten, da die Behandlung des 
Falles, wo n gerade ist, nur einige leichte Modificationen erfordert. 



Es seien e, ^^,6,, ... Zahlen respective aus den Reihen 
0, 1, ..., 1ÜL1_1; 0, 1, ..., 5(|ri_i; 0, 1, ..., ÄÄ-l; 
welche der Congruenz 

(1.) öp~ + e,^!^— + e^Pa— + ■■■ = 0, u\od. t 

geniigen, so ist 

P-) f~-^^\- n 



^eS'lnA'i^e, 6[ loA^q ■.e.^S'^lad^q 



''C 



wo §,|j,|g, ... respective primitive Wurzeln der Gleichungen 

sind, und das Productenzeichen 11 sich auf alle Werthcom- 
binationen von 6,6^,6^,... bezieht, welche der Congruenz (1.) ge- 
nügen. 

Um diese Umformung zu begTÜnden, musa gezeigt werden: 
1) dass g Ij ij ..., wenn e, e^^ e^, . . . der Congruenz (l.J 

genügen, eine g*' Wurzel der Einheit ist; 

8s] 2) dass jede der g Wurzeln der Gleichung x^ = 1 m dem Producte 
n vorkommt, und zwar jede «(mal. 

Die Aligemeinheit des Verfahrens ist wiederum schon an dem Falle 
n=p p^ p^^ ersichtlich. Da g^ congTuent ist einer Potenz von x (mod. n), 
so darf man setzen: q^ = z'', mod. n, und es ist 

Ucä'h\Aq^e,S',IM,q^e,3'luä,qY Led'lnAv. ^e.S'iInA.v. i.e,S',liiA,v\'' 
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Bezeiclinet nun w eine primitive Wurzel der Gleichung x ' " ^ = j, so ist 

.Ac.c^.o.) ....i^l^l^ .„.l^l^ll^ 



.ÖJInd^K _ 



Daher ist 

/^ei5'Indy-gP,<v;ind.n.e5J^Ind2yY' ^ L c «i ' -^j J = 1 

weil die Congruenz (1.) gleichbedeutend ist mit: 

(c,c,,c,, ...) (c, c, , c,, ,..) (c, c,, c„, ...) , „ 1 / V 

(^3_^ ep A .. ' ..... ! .. ' ..... ^ J — -^ + c, ffi ■ - ' - - — ^ + t^,9s -- —' -— — ^ + --- = 0, raod. (c, c,, c,, ...). 

TT- ■ 1, ■ 1 1 1 * j 1 frS^'Inäa «la'Ind.n^fjdilndjO . ,„ 

Hieraus ergie bt sich , dass der Ausoruck ^ g^ §^ eine ^ 

Wurzel der Einheit ist, und dieses war zuerst zu beweisen. 

Es sei jetzt 

j.cS'Indgte, öiLidi3j.e^r^jIndjä ^e'd'ludq^e[S[JTidnq^f'^e'^inä^q 

wo e, e^, e^, e', e'^, e'^ zwei der Congruenz (1.) oder (3.) genügende Werthsysteme 
der obigen Zahlenreihen sind. Man hat alsdann: 

^^_j ^(e'-c)ö'lDdg^W-i;i}ö'.M,3^(4-e,)Ö^Ind,2 ^ ^ 

l£ d^ d£\ 
Ist s eine primitive Wurzel der Gleichung 2^'' "' ""' = 1, so ist 

(d, dA (d 4\ (d d,\ 

j.3'Iiid(( 41 j j,ö^Ind, 2 ' Vj J, j,öjlndj3 ^ ' Kj »^ 

[86 



die Gleichung (4.) erfordert daher, dass 






/ /<i, i'^A ('^ 




Id dA 


(5.) ^ ' V i ^ ^ ' '^ ' ,-, i, 


--•f¥ 


mod. 1 — , -^ 


-^)- 




Aus dieser Congruenz folgt aber sofort, dass 
















^' = '''^' 


Fucta, mathoni, Worie. I. 




11 
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WO «, a^,«^ ganze Zahlen sind. Man hat daher statt der Congruenz (5.) die 
folgende : 

Multipliciit man aber die erste der Gleichungen (6-) mit qS1l2iiSi1^ die zweite 
mit p^ "'^ ) die dritte mit p^ — ' - -" - und addirt, so erhält man mit Rück- 
sicht auf die Congruenz (3.) 

(8.) „(,jL0vVül+..,.jivi:^il^ + ».<,.i^'-l^sO, mod.(.,.„»,). 

Wenn zwischen einer Anzahl disponibeler Grössen eine Congruenz (mod. m) 
besteht, so ist die Anzahl der zulässigen Werthe der m*' Theil der Anzahl 
aller Grössen. Daher ist in Folge der Congruenz (1.) die Anzahl der Factoren 
des Productes in der Gleichung (2.) gleich 

- iM. 



(c, Cj, c,) 

Aus den Gleichungen (C.) und den Congruenzen (7.) und (8.) folgt aber, dass 
eine im Producte XI der Gleichung (2.) vorkommende ß*' Wurzel der Einheit 
genau — -^ — ^ '^^ .. . ■■ ^ -r-mal vorkommt, wenn a der gi'össte Factor des grössten 

gemeinschaftlichen Theilers von {i,\i\) und {c,c^,c^) ist, für den als Modul 
die Congruenzen: 



87] die eine eine identische Folge der anderen ist. Hierzu ist aber nothwendig 
und hinreichend, dass identisch 

(10.) { >-p— —^ iiL.Li i_L_iA„^ p _A _-„ . ^ ' 1/ . '■ ■' - ;■' . = 0, mod. 3, 



d[_ _d^ (i, ij (c, e,) rf; _^ (», ^,) (c, cj 



s 0, mod. c 
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Es ist in diesem Systeme von Congruenzen und in dem Systeme (9.) zu be- 
achten, dass (f, c,, Cj) = (c, cj = (c, cj = ((.'j, cj. 

Der Modul o daxf mit keiner der Zahlen — , — ^, — ^, — , — , -^ einen 
gemcinachaftlichen Theilex haben. Denn gesetzt s hätte mit — einen ge- 
meinschaftlichen Theiler j3, so wäre ß nach der ersten Congruenz (10.) auch 
Theiler von rp,— 4 — i^üisliSiM. Pa er aber zu r — i — (.H,_h) pj-^^n. und 
Theiler von c^ '^''^' ist, so ist er entweder Theiler von i^y^ oder auch kein 
Theiler von p^ '"' ^^' , da p, zu c^ prim ist; also müsste der gemeinschaftliche 
Theiler ß von a und —r ein Theiler von -i^i^ sein. Ebenso folgt aus der 
zweiten Congruenz (10.), dass ß ein Theiler von ■■ -' - ■ - sein müsste; was aber 
absui'd ist, da — ' --■■■ und -- ' — keinen gemeinschaftlichen Theiler haben 
(s. No. 2). Auf eine ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit -^ und — ^ 
keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. — Es habe ferner o mit — einen ge- 
meinschaftlichen Theiler y, so müsste dieser nach der ersten Congruenz (10.) 
Theiler von j-^ 9 --^ -^ -^^j^ -i^i^^ sein. Da er aber zu p-^-^ . vi"3 . > . prim ist, so 
müsste er ein Theiler von r^- '.^"' sein. Nim aber ist derselbe Theiler von 
i^IhJiL^ folglich entweder Theiler von i^^M. oder auch nicht Theiler von 
r^- y^y -, da r^ zu \ prim ist; also müsste y Theiler von ^'^ sein. Ebenso 
folgt aus der zweiten Congruenz (10.), dass y Theiler von ShhL gein müsste, 
was aber absurd ist, da '■^ '.''•' imd ^^'. keinen gemeinschaftlichen Theiler [ss 
haben. Auf ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit -^ und -^ keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler hat. 

Ein gemeinschaftlicher Theiler e von a und " "' muss nach der ersten 

Congi'uenz (10.) auch Theiler von rg^——^ ih^'i) .'-'='^3 . 1 gein. Da er aber prim 

zu -4- i£i^ — und Theiler von i ■ -■ ' '.''-^ ■ ist, so ist er entweder Theiler von 
Dil, c, « * \ 

p^. y . ''.V J- oder auch nicht Theiler von rp^ '•'".'''^ , weil r zu i piim ist. Wäre 

daher e nicht Theiler von i^^i, so müsste es mit p^ einen gemeinschaftlichen 

Theiler haben, welcher also zu c, prim ist. Aus der zweiten Congruenz (10.) 

würde man schliessen, dass dieser Theiler auch piim zu c^ wäre. Es ist aber 

unmöglich, dass irgend ein Divisor von e, welches selbst Theiler von i£i^^-ii 

ist, prim zu c^ und zu c^ sei. Also müsste der grösste gemeinschaftliche 

Theiler von a und ■ "'^' ■ auch Theiler von - ''".'^^ sein. Umgekehrt heisse C, 
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der grösste gemeinschaftliche Theiler von o und -^H^, so muss dieser nach 
der ersten Congrnenz (10.) Theiler von r q-^ ^ . v?,V . !:£< '3J . sein. Er ist aber 
prim zu -^ — r i -- '. -^ -' - und Theiler von c '^"'^'' daher entweder Theiler von 
r, '^ oder auch nicht Theiler von r^g '"^'^'J ^ weil p zu c prim ist. Wäi-e 
daher C nicht Theiler von ^""„ -- ^ so müsste es mit r^ einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, welcher also zu \ prim wäre. Aus der zweiten Congruenz 
(10.) würde man schliessen, dass dieser Theiler auch prim zu i^ wäre. Es 
ist aber unmöglich, das irgend ein Divisor von C, welches selbst Theiler von 
^'".''-' ist, prim zu \ und i^ sei. Also ist der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von und — '^' ■■ auch Theiler von i^i^^. Aus beiden Schlüssen zusammen 
ergiebt sich, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler von cj und '^".^^ mit 
dem grössten gemeinschaftlichen Theiler von o und AHliM übereinstimmt. Da 
aber o Divisor von f- 'V^' ■ und c '''''''^' ist, so folgt, wenn man mit / den gi-össten 
89] gemeinschaftlichen Theiler von ^ und c bezeichnet, dass o ein gemein- 
schaftlicher Theiler von / v'\^l (jjkJ (cjCjjcJ ist. Ähnlich schliesst man, dass 
a ein gemeinschaftlicher Theiler von jr^ A.'.^J . nnd (c, c^, c^) und auch von /^ ^''.''-^ 
und (c, c^, cj ist, wo x, und ^^ respective die grössten gemeinschaftlichen 
Theiler von i^ und c^ und von i^ und c^ bedeuten. Daher ist der gi-össte 
Divisor des grössten gemeinschaftlichen Theilers der vier Zahlen 

X%Ö, .ßf, X,^. (0,...), 

für den noch die Congruenzen (10.) bestehen. 

Vergleicht man das System der Congruenzen (10.) mit dem Systeme (5.) 
in No. 2, so ergiebt sich, dass a mit dem dortigen '!^ übereinstimmt, daher ist 

ä ä, d, ii,i,A,) ^ d d, ä, (i,\,%) ^ 
vi y, *, ''a *2 ^ "^ ^1 '1 ^1 h '^ 

Daher kommt eine im Producte 11 der Gleichung (2.) vorhandene g^" Wurzel 
der Einheit genau -^-^ = umal vor; und da die Anzahl aller vorkommenden 
gleich -2i^j so folgt, dass alle g*^ Wurzeln der Einheit vorkommen, und 
jede umal. Dieser Nachweis war das zweite Erfordemiss zur Begründung 
der Gleichung (2.). 
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Sind e[, e[, ... wieder Zahlen respective aus den Reihen 
0,1 i^-l; 0, l....,Si&ll_i. ..., 

welche der Congi'uenz: 

8 

(la.) e; 4)j -7- + e; ß, — + ■ ■ ■ = , mod. 

genügen, wo <:^ jetzt den grÖssten gemeinschaftlichen Theiler von S und 
(Ö,, dj, ..., 5^^_,, ö'^^j, ...) bedeutet und d" = ~t igt, ao hat man analog der 
Gleichung (2.) 

/ 1 \ U 1 

n 



) ^ 1_ c-X._. .e\S'iln,\pMh,^ij 



Es sei c^ — «„.(•■/,, wo a^ eine ganze Zahl ist; multiplicirt man die 
(la.) mit ä\ so erhält man gemäss der Eelation x = S'Q 

^1 Pi «1 — + B'-iQi% — ~V ■■■ ^ 0, mod. t. 

Setzt man e[a^ = e", e'^a^^ := e^', ..., so geht diese Congruenz über in: 

(Ib.) e"pj — + e"Pi 1" ■ ■ ■ — Ol ™<*d. t, [90 

und, weil S" = a^d[, 8"^ = «^«J^', ..., die Gleichung' (2a.) in 

n 



(2b,) ( ,_J_ ] t'ln't... ^e'iK^rii\p^e'iS-^ln^p 



WO das Product sich auf alle Zahlen respective der Reihen 

0, 1 S^~l; 0, l,,...li|Ä_i; ... 

bezieht, welche der Congruenz (ib.) genügen, da, wie man leicht sieht, die 
Grössen e", e", ..., wenn sie dieser Congruenz genügen, von selbst respective 
durch ßj,K^, ... theilbar sein müssen. — Man kann also in der Gleichung 
(2b.) die oberen Indices der Grössen e weglassen und das Product H über 
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alle Werthe der Grössen e^,^^, ... aus den eben angegebenen Zahlenreihen 
erstrecken, welche der Congruenz (l.) genügen, nachdem man darin e gleich 
NuU gesetzt hat. 

6. 
Substituirt man in dem Ausdrucke R (Gleichung (2.) in No. 4) für jeden 
Factor / — ^{-\, ■■■>(- — \-\ ■•• seinen Werth aus den Gleichungen (2.) und 

(2b.) der vorigen Nummer, entwickelt die einzelnen Factoren in Reihen, und 
multipiicirt diejenigen mit einander, die zu demselben Werthsysteme der 
Grössen e gehören, so erhält man: 

. e S' lr.i\ m . e, S[ lud, m . e, <V; Ind, m 



In dieser Gleichung bezieht sich das Productzeichen II auf alle -^^ Werth- 
systeme e, e^, e^, ..., die der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genügen, 
das Summenzeichen 2^ jedesmal auf alle positiven ganzen Zahlen, für welche 
die vorhandenen Indices einen Sinn haben. Wenn z. B. e = 0, e,, e^, ... 
aber von Null verschieden sind, so bezieht sich S^ auf alle Zahlen, die mit 

n' = -^ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 
P 
Den Grenzwerth des Ausdruckes R für s = 1 finden wir mit Hülfe der 

von DmicHLET in der Abhandlung über die arithmetische Progression*) 

gegebenen Gleichungen: 

8>] (2.) Um (s - 1) S. -^ (für » = 1) - 1 , 

^y ludw j,yiIndiJB ^y^lnä^m /"i "V [;l''^f"^"''i;)'ilidimj.r2 Indern m— 1 

(3.) 2..-^ ^^-~ — ^ = / -^^ -^^^ -^- '-^ '^*'- 

In der letzten Gleichung sind y-, 7^, y^, ■ ■ ■ ganze Wahlen, die nicht alle zu- 
gleich verschwinden; das Summenzeichen links bezieht sich auf alle positiven 
ganzen Zahlen, für welche die vorkommenden Indices einen Sinn haben, das 
Summenzeichen rechts auf alle Zahlen <z n, und prim zu «^ , wo n^ den 
Complex aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpotenzen bezeichnet, in 
Bezug auf welche linkerhand Indices vorkommen, während die Integration auf 

1) Binchlcfs Worte, Bfl. I (13BB), S, 311 -aS4. ScJi. 
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reellem Wege von bis 1 auszuführen ist. In der Gleichung (2,) dagegen 
bezieht sich das Summenzeichen auf alle positiven ganzen Zahlen. 
Setzt man 

WO das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m kleiner als n^ und prim 
zu n, bezieht, und ist u>^ eine primitive Wurzel der Gleichung a; ' ^ i, so 
erhält man durch Zerlegung in Partialbrüche aus Gleichung (3.) 

Hieraus folgt: 

j,y Indm j,y, lud, m (.^jlndäiit 

s..-^ ^' „. ^ '- ~ 

(5.) j 



wo e((o') = ^(1 — ü,'j(i — ü)7^), welches eine von Kummer mit dem Namen Kreis- 
theilungseinheit belegte complese Einheit ist. 

Ist z. B. »*, =^ ^ Pi'Ps^ ^^"^ ^) '^i) ^3 respective primitive Wurzeln der 
Gleichungen s^ = 1, ^f' = 1, s^^ = 1, so ist 

,ß , /. , f, _ -^ .ylndfi V ^ .r,Ind,n, ifi, -^ ../Jncljfij Vj 

wo S , S„ 1 Su, sich respective auf alle Zahlen kleiner als f und ohne den 
Theiler j), kleiner als ^f* und ohne den Theiler ^^, kleiner als f^^ und olme 
den Theiler f^ beziehen. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn l mit w, den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler i?''jof'p/ ^^t, /y,y^, },,(">',) verschwindet, 
ausser wenn y = 0, mod. ^^, y^ = 0, mod. ^,''', ]-,, = 0, mod. /)/". Umgekehrt, [gz 
wenn die höchsten in y, y,, r^ enthaltenen Potenzen von p,p„P3 respective 
P^^Pi'^Ps" si"*^) so verschwindet ff,y^,y^{'"[)^ ausser wenn ^=0, moä. p^p^'p^". 
Hieraus folgt, wenn y^y'p^, y^ = y'^p^', y^ = y'^p^' und y' y',, y^ respective 
nicht mehr durch p,p,,p^ theilbar sind, so ist nach Gleichung (5.) 

, j.j'Indjft t yilcd^Hj iji'jlndjm 



('■) 



-^a.f,,„„.k"''''-'"'')h4-."''''"'')+|(i- "''';;'^-' v^], 
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WO die Summation rechts sich auf alle Werthe von l kleiner als p ^p^ ' ^'p^ ^' 
und prim zu n^ bezieht. — Setzt man für eine dieser Zahlen t, Im = m', med. m,, 
80 durchläuft m' mit m alle Werthe, die kleiner als n^ und prim zu n^ sind, 
und man erhält 

Daher geht die Gleichung (7.) über in: 

(8-) { =--f,,,.,,, (»?'"''"■"'') i;,r'"""ir''"''sr"""' 



x[log.(»?'»''''") + |(i-Ä!|f:£t)v 



wo rechts so wie in Gleichung (7.) zu summiren ist. 
Man findet nunmehr ohne Mühe : 
1) wenn y + y^ + y^ eine gerade Zahl ist, 

, fc 7 Intl m ^ 71 Ind, m . y, Indg m 



9.) 



.j_/ {<,>f^''^'^'']^ir^^''^hr^'^'"^'h7^'^''^'^iogey^^^''^''), 



2) wenn y + y^ + y^ eine ungerade Zahl ist, 

j, y Ind m j. y, lud; m „ yj Iiidj t 



(10.) 



2-- 

rV=T.i>VA'Y,,,„„Uf'''''*").s,r''°'"ir'''"''ir'''°''''.(. 



93] In beiden Gleichungen ist rechterhand so wie in (7.) und (8.) zu summi- 
ren. — hetzt man 2^ P, P^ = **,i so ist 

Ferner ist: 
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WO ü) eine primitive Wurzel der Gleicliung x" ^= i bedeutet. Hieraus i 
J) wenn y + y^ + y^ eine gerade Zahl ist, 



2.-= 



-ylutU 5,— y, luä, i f.~-yAnd,l , , . 

I, I, ' loge((u), 



2) wenn ■y + y^ + y^ eine ungerade Zahl ist, 

j.ylnd!ft j.yilnd,m (.yglntlg) 



(10a.) 






die Summationen rechter Hand in beiden Gleichungen sind auf alle Zahlen 
kleiner als n und prim zu n^ zu beziehen. 

Wir können nunmehr zur Bestimmung des Grenzwerthes von R über- 
gehen. 

Es bedeute für irgend einen Factor des Productes in Gleichung (I.) 
n das Product aller derjenigen in n, enthaltenen Primzahlpotenzen, 

denen nicht verschwindende Werthe der resp. Grössen e entsprechen, 0»^^^^ g^_ _ 
eine primitive Wui-zel der Gleichung x ^^^"^'■■' = 1, p^,p^\p^% ... respective 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler von p ,p^\p.^ ,■■■ i-^nd e, e^, e^, ..., 
und man setze 

wo sich die Summation auf alle Werthe von l, die kleiner sind als n^ ^ ^ 
und prim zu dieser Zahl, bezieht. Es sei nunmehr 

wo sich das Productzeichen auf alle mit der Congi-uenz (1.) der vorigen [94 
Nummer verträglichen Combinationen der Grossen e, mit Ausnahme der Com- 
bination 0, 0, 0, ..., 0, bezieht, so dass die Anzahl der Factoren von A gleich 
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die Gestalt p^ pl' pl^ ■ ■ ■ ■, wo die Exponenten s, s^, e^, ... rationale Wevthe 
haben, annimmt. Wir gehen jedoch aus dem Grunde au.f die Ermittelung 
dieser Exponenten nicht ein, weil es zweckmässiger scheint, den Ausdruckt, 
in Verbindung mit einer Determinante im ScMussausdmckc der Klassenanzahl 
zu betrachten, gegen die er sich wegheben muss. 

Es seien ferner /, l^, l^, l^, ... reapective die kleinsten Reste von 

/, Iv., J-^^ , Iv?, ..., moä.n 
wnd 

so weit fortgesetzt bis das erste Glied wiederkehrt, so hat man in t^lge der 
Congruenz (] .) in No. 5 

^iS 5i Si ■■■' — ^^JlijS Si Sü ...Oj, 

WO die erste Summe auf alle Werthe von l, die kleiner als n und prim zu 
% e e sind, zu beziehen ist, die zweite Summe auf solche von diesen 

Zahlen, wovon nicht der Quotient zweier einer Potenz von x nach dem 
Modul u congruent ist. Wir setzen diese zweite Summe 

Es sei femer 

SO weit fortgesetzt bis der erste Factor wiederkehrt, und 

1) für den Fall, dass t ungerade oder t gerade, ohne dass z^ = — ], niod. w 

Si^ ^1 §a ...loge(ü.') 

„ .-, i, — ib' lud ^ > — e, S, Ind. i -. — fe ö» Ind, l -i -n^, i\ n r / \ 

2) für den Fall, dass t gerade und -/^ ^^ —1, mod. n 

Si^ l, %, ...loge{iu') 

_-, ^ — ea'Indif.— e,Ä;iiid, i^— 6. öilndji i t./ js rv \ 

= SiS I, ' ' ' I, ^ ' " ...logi;(w') =^ L(e,e„e„...), 

wo die Summen L und L' sich auf die Werthe von l beziehen, die prim zu 
55] % e e ^^'^^ ^^^ wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer 
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Potenz von x (mod. n) und die unterhalb -l-n für L und unterhalb n für L' 



Unter den Grössen S,ö^,ä^,... enthalte d die höchste Potenz von 2, 
welche überhaupt in einer derselben als Factor vorkommt. Alsdann sind die 
i^ahlen 3[^ d'^, ... sämmtlieh ungerade, und daher 

e^d', + e^3'^ + ■•■ = e, + e^ + ■ ■ ■ , mod. 2. 

Man bestimme nun alle Systeme der Grössen e^, e^, ..., welche die CongruenK 

(c,e,,e,, ...) (c,c,,c,, ..,) „ , (c, c,, «„, ...) 

genügen. Es sei für irgend eines dieser Systeme 

(c ,c.,c„.. l^ (,,c„c.....) ^ ^ (o,c,.c„.. .l 

' ^ ' c, c, c 

so muss der zugehörige Werth von e der Congi'uenz; 
eQ + G ~ 0, mod. c 

genügen. — Ist nun e^,e^,... ein System, welches der ersten Congi-uenz ge- 
nügt, so ist auch e^ + fe — "'^" ■ ' ■", e^, ... ein solches System, wenn h eine be- 
liebige ganze Zahl bedeutet und die erste Grösse nach dem Modul ^—-^ 
reducirt ist. Da aber der letztere Modul eine gerade Zahl ist, so hat diese 
Reduction auf den Charakter der Summe e^-i-e^+--- in Bezug auf den Modul 2 
keinen Einfiuss, und weil - ' - -' ■ ''? ■ ' - ' ■■-- ungerade ist, so folgt daraus, dass diese 
Summe ebenso oft gerade als ungerade ist. Ist 8' gerade, so ist 



daher wird auch die erstere Summe ebenso oft gerade als ungerade. Ist aber 
ä' ungerade, so muss man die Fälle unterscheiden, wenn auch S also auch 
c ungerade, oder wenn das Gegentheil stattfindet. Im ersteren Falle sei 
e, e,,ej,, ... ein der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genügendes System, 
so bilden auch die Gi-össen e + Jcc, e^, e^, ... für h = l, 2, ..., ^-^— — 1 ein 
solches. Da aber c ungerade ist, so wird eS'+e^S[+e^d'^+ ■■■ ebenso oft ge- 
rade als ungerade. Im anderen Falle, wo c gerade ist, ist G ^ "^e^, mod. 2, 
wenn die Summe sich auf diejenigen der Indices 1, 2, ... bezieht, für welche 
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c^ dieselbe Potenz von 2 enthält wie c. — Es muss aber e + G = 0, mod. 2 
sein, und daher eS' + e^d[-<!- e^S[-\ — congruent der Summe der übrigen Grössen 
e (mod. 2). Diese Summe aber ist ebenso oft gerade als ungerade, da, wenn 
96] z. B. e^ ein Glied derselben ist, e^ + fe (e,c„c,,...) Q\^Q^f^^ ^^^ Glied einer 
solchen Summe ist. Es ist also in allen Fällen ed'+«^a'^ + e,ö^+ ■■■ ebenso oft 
gerade als ungerade, ausser wenn alle Grössen c eine gleich hohe Potenz von 
2 enthalten. Dieser Fall tritt aber dann und nur dann ein, wenn t gerade 
und x'^ = —l, mod. H, und in diesem Falle ist die Summe ed'+e^S[-\- e^&[^ — 
stets gerade. — 

Setzt man endlich 

wo das erste Froductzcichen sich auf alle der Congruenz (1.) der yongen 
Nummer genügenden Werthsysteme der Grössen e bezieht, für welche 

eine ungerade Zahl ist, während sich das zweite und dritte Product auf alle 
diejenigen Systeme beziehen, für welche eS' +e^&[-\-e^S[+ ■■• eine gerade Zahl 
"ist, so erhält man schliesslich: 

1) wenn t ungerade, oder t gerade und x'' nicht = —1, mod. k 



(11.) 


limB = (- 
für s=l 


.1)- 


'V,^ 


.1) "' .2 ^ 


2) 


wenn t gerade 


nna X*' 


= _1 


, mod. n 


(IIa. 


) 




limü 


= -A.q: 



7. 

Ehe wir zu der zweiten Summationsweise der Reihe ü, wie sie die 
DiRicHLETsche Methode erfordert, übergehen, ist es nothwendig, Einiges über 
die complexen Einheiten in -k voranzuschicken, 

Ist n eine ungerade Zahl, so besitzt, wie Kronecees (dieses Journal, 
Bd. 53, S. 176^)) gezeigt hat, jede complexe Einheit in der Theorie der com- 
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plexen Zahlen, in lo, _E(ü>), die Eigenscliaft , dasa 

£(„>-'} = +u>"£H, 

wo h eine ganze Zahl bedeutet. Da für eine complexe Einheit in tt die 
Gleichungen. E(a>) = E{iü^) = EiM'') = ■■■ = E{ia''''''') statt haben, so ist, 
wenn t gerade und ■/.' =—1, med. n, -E((u j = E(to ) = £{(o), oder es 
sind in diesem Falle alle Einheiten real. Ist aber t ungerade, oder t gerade 
und ■/ nicht = —1, mod.n, so folgt aus den beiden Gleichungen 

£(^-) = ± «.''£(<.) 
und 

Elm-"-) = £(or') = ± «.'"-£(«."■'-) =. ±™'''-^(ü,), ' [97 

dass (d'*'^'*"^^ =^ 1, oder ä(z— ]) = 0, mod. ?;. Es habe daher x— 1 mit n den 
grÖsaten gemeinschaftlichen Theiler s, so muss Ä = 0, mod. y sein; oder cu'' 
ist eine ä*° Wurzel der Einheit. Es sei e eine Wurzel der Congruenz 
2s — A ^ 0, raod. n, so hat E'((a) — iu^£((o) die Eigenschaft, dass 

Es wird also jede complexe Einheit in ■k durch Multiplication mit einer s*'" 
WuKiel der Einheit entweder real oder rein imaginär. Ist n so beschaffen, 
dass es rein imaginäre Einheiten giebt, so sei E(o>) irgend eine derselben, 
so ist E"(io) = — -r^ real, wenn C= oder 1 gesetzt wird, je nachdem in 
der Gleichung JE(ü>~') = ±to''£((ü) das obere oder untere Zeichen gilt. Es 
ist also EiiD) = iD-'E(mf.E"{<si). 

Es werde nunmehr v = -^^ gesetzt, so ergiebt sich aus den von Dirichlet 
gegebenen Sätzen über complexe Einheiten, (Monatsberichte der Berliner 
Academie Jhrg. 1846^)): 

1) wenn t gerade und z'^ = —1, mod. w, so giebt es v — \ reale und posi- 
tive Einheiten in tc, e^((o), £^(10), . . ., s^_,((u), die ein Eundamentalsystem con- 
stituiren, so dass jede complexe Einheit in tc, £(o»), dargestellt wird durch 
die Gleichung 

(1.) JEH = ±.,{<.r.,H"\..5,_,(mr-', 

wo m^, m^, ...,m^_^ positive ganze Zahlen sind; 
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2) wenn X ungerade, oder t gerade und /. '^ nicht ^ —1, mod. jj, so giebt 
es ein Fundamentalsystem, von \v — l realen und positiven Einheiten 

».(»),•.(») V-.W' 

so dass in diesem Palle jede complexe Einheit in t:, .E((o), wenn es rein ima- 
ginäre Einheiten giebt, dai-gestellt wird durch die Gleichung 

WO m^, m^, ..■,'«j.^_.i ganze Zahlen sind, und lo eine s'^ Wurzel der Einheit 
bedeutet, und wo C = oder 1 zu setzen ist. — 

Wenn es keine rein imaginäre Einheiten giebt, so hat man dagegen: 

(2a.) -EW = ±<.-=s.(<uf-e,H'"'...s^^_^(o,f-^"-\ 

Bezeichnet man die Anzahl der nicht äquivalenten Klassen der idealen 
Zahlen in tc mit J7, und bedeutet f^{^ eine zur q*™ Klasse gehörige ideale 
Zahl, so ist 

98] WO 2'°' sich auf alle verschiedenen idealen Zahlen der a'^" Klasse bezieht, 
und WO mit fivü) jede wirkliche complexe Zahl bezeichnet wird. Ee ist nun- 
mehr leicht zu zeigen, dass die Grenzwerthe dieser einzelnen Summen für 
s == I nnter einander gleich sind, so dass 

(3,) limB = HlimS-^^^ i"ü^ « = 1, 

wo die Summe rechter Hand sich auf alle wirklichen complexen Zahlen in 
TC bezieht, die nicht durch blosse Einheitafactoren verschieden sind. — Die 
Untersuchung des Gi'enzwerthes dieser Summe erfordert die Unterscheidung 
der beiden Fälle: erstens t ungerade oder x gerade und x^ nicht ^ — 1, mod. n, 
zweitens x gerade und '/' e^ — 1, mod. n. 

I. T Yingerade, oder \ gerade und x^ nicht =—1, mod.«. 

Bezeichnet man den Grenzwerth der Summe 2 \m{J\V ^^^' * — ^ '^^'^ ^1 
so ergiebt sieh aus den von Dirichlet und Kummer entwickelten Principien, 
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-j lim - 

2\2s 



wenn N die Anzahl der Glieder der Reihe bezeichnet, für die iV/'(o>) <: T, 
und wo die Coefficienten a^, a^, a^, . .., 



9{")- 



f("^' 



,„?(«)- 



ausser durch die f{n) Gleichungen vertretende Bedingungsgleichung 

(4.) /K-) = /■« 

durch das folgende System von Gieielmngen eingescliränkt werden: 



\ S. !».(» ' >. = il['f{' • )f('» " Ol. 

In diesen Gleichungen bedeuten £,(tu), e5(«>), ■- ■, Si„_i{^) '^^ einem Funda- 
mentalaysteme zusammengehörige reale und positive Einheiten in tu, die Grosse 
c eine beliebige Constante, i\, i"^, ■■■ti\ die v Zahlen, welche Idemer als m, 
prim zu n, und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
von x (mod. n), und endlich s^, s^, ..., ^i„_^ zwischen Null und Eins lie- [99 
gende Zahlenwerthe. Mit dem Symbol l wird der uatüi'liche Logarithmus be- 
zeichnet, und r_^^ ist gleich n—r^. Endlich muss ^ = I oder Null gesetzt 
werden, je nachdem eine rein imaginäre Einheit in tt; existirt oder nicht 
existirt. 

Setzt man «^ = a^.t für a = 0, 1, ..., f{7i) — \, und 

so dass f(ii}) = ~^, nimmt man ferner c = -^ i^n, so hat man in dem Aus- 
drucke G = limT]T A-t7/ xii für ieden Coeffieienten a' die Glieder einer nach 
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positiver und negativer Seite sich ins Unendliehe erstreckenden aritlimetischen 
Reihe mit der Differenz t nnd dem Anfangsgliede zu nehmen, welche mit 
den Bedingungen 

(6.) z'K) -r ('•>), 

verträglich sind. — Nimmt man T = -^ an, so geht die Bedingnngsgleichung 
^f^< T über in: 

(8.) i\T(<")<i. 

Nimmt man t unendlich klein, so werden die Coefficicnten in /"(**>) i'eale 
Variabeln. Sind nun %^. , ir^. , ,.., ir^. die primitiven Perioden, so genügen 
dieselben bekannfclich einer algebraischen Gleichung F{x:) =^0, in der die 
Coefficienten ganzzahlig und der Coefficient der höchsten Potenz von x die 
Einheit ist. Da wir (s. No. 3) annehmen können, dass die primitiven Pe- 
rioden nicht verschwinden, so können auch nicht zwei derselben einander 
gleich sein (vergl. die o. a. Abh. von Kummbb vom Jahre 1856 § 2, und meine 
o. a. Arbeit No. 4')). Daher folgt bekanntlich aus der Gleichung (6.), dass 

(9.) /■'(«.'■") = Ä„ + ^,^.„ + «.<„+--- + a;„_,<r>, 

loo] für a = 1, 2, . . ., v, gesetzt werden darf, wo x^, ^o^'^i ■•■i ^v-i i'ß^'^e Grössen 

sind. Daher ist 

1 /'<'■) 

(10.) Q = —j I dx^dx^...dx^_,, 

2"'. 2s ■/ 

wo / ein rfaches auf die Variabein x^, x^, . . ., x^_^ erstrecktes Integral ist, 
mit den durch die Gleichungen (7.) und (8.) ausgedrückten Grenzbedingungen. — 
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(11.) 



P. = f ("'"'), 



führt man mit Hülfe der v Gleichungen (9.) die Variabein y an die Stelle 
der Variabein x in das Integral (lö.) ein und setzt die nicht versehwindende 
Determinante 



so ist bekanntlich 
(12.) 



1 /-w 

G = -y / dy.äy,. 

S-.2S.D J 



■^?lr' 



und die Grenzbedingungeii (7.) und (8.) werden: 



(13,) 



(14.) 



S. '•.(".'■■)s. 
*S.'i>.(»''-)«. 









Die Variabein p^ und 4/^^ Ilaben conjugirte imaginäre Werthe. Setzt man 
daher 



(16.) 



ij. = », + «j,+,.V-l, l'J-. = ».-«i,+a-V-l 



für a = 1, 2, ..., j-v, und transformirt das Integral (12.) in die Variabein ) 
so findet man ohne Mühe 



(16.) G = (-1)< 



* — =: / e ' ß ^ ... e ■''" dit,äu„ ...du .du, , (?!( du^. 

DJ ' ' ^1' ='"+1 ä-''+s 



Die Grenzbedingungen (13.) und (14.) gehen über in: 

Enolie, rantliein. Wacie, I. 
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(17.) 



(18.) 



S. Ki"')', 



2. !•.(>«•)«. 



S. l'.i« 






i'^l. 



In diesen kommen die Variabein ^11,4.11 ^±„4.21 ■■■) w^ nicht vor, und man hat 
daher in Bezng auf jede derselben zwischen den Grenzen — fTC und +~iz zu 
integi'iren. Aus (18.) folgt, dass man in Bezug auf «f^^ zwischen den Grenzen 
e ^" = und c ^" = (^^^"'(?~^"* , . . « ^"^^ zu integriren hat. Daher ist 



(19.) 



ff . 



(-')' -2 



-r 



-1) 



du du. ... du. 



mit der einzigen Gii'enzbedingung (l7.) — Setzt man die Determinante 

k,(a,'-') ;=,(„'•■) ... ;=.„_,(«.'■) 



: i, 



SO verschwindet bekamitlicli diese Determinante niclit, weü 

»,(»),»■(») »j...« 

ein Fundamentalsystem constituiren. Man hat daher 



G -- 



(-!)■ 



s.D 



-I 



ds, ds ... ds. 



wo die Integi-ation 

und 1 auszuführen ist. 



auf jede der Variabeln s zwischen den Grenzen 
8 ist also endlich 
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Hieraus folgt mit Hülfe der Gleichung (3.) 



(21.) limB ^ 



s.D 



Setzt man diesen Wertli von lim-ß dem in No. 6 Gleichung (11.) 
gleich, so erhält man 



II. T gerade und x^ = — 1, mod. n 
In diesem Falle ist 

G = flirn— für T = co. 
An die Stelle der Gleichungen (5.) treten die folgenden: 



wo wiederum ejtu), e^(cü), . . ., £^,_j((u) reale positive Einheiten sind, die ein 
Fundamentalsystem constituiren. — Es ergiebt sich auf analoge Weise wie 
im Falle I. .... 

(24.) G ^^■J''äyjy,...diu, 

■""O y^i y^t ■•■■, y, reale Variabein sind, und die Integration den folgenden 
Grenzbedingungen gemäss geschehen muss; 

'£'«.(»'■') ^. =i'<A, 

g.!..(«''-)<r. = il!/l_,. 
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^,2/3...y,<l. 



Die zweite derselben erfordert, dass in Bezug auf ^^ zwischen den Grenzen 
erde. Führt man diese Integr 

i-Ogpl für a = 1, 2, ..., v — 1, 



103] so erhält man 

(27.) G 



V.D J 



wo u^,^l^, ..., zi^_^ reale Variabein sind, und die Integration den folgenden 
Grenzgleichnngen gemäss geschehen muss : 



(28.) 






Führt man in das Integral (27.) die Variabein ^,, ^j, .-., ^^_j ein, in Bezug 
auf welche zwischen den Grenzen und 1 zu integriren ist, und setzt die 
Determinante : 





;.,(.'■) l.,{„''} ... h 

is,(«'-) K(«'-) ... 1, 


-.{»'■) 


so folgt 


!.,(»'-) !=,(»•■-) ... l. 


-,(«'■'-') 


(29.) 

Endlich ist 

(30.) 


«-Ä- 
!S^ = 4#- 





Setzt man diesen Werth von limJ? dem in der vorigen Nummer Gleichung 
(Ua.) gefundenen gleich, so erhält man: 



(31.) 



if = ~2D-Ä- 
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8. 



Die Bestimmung der Klassenanzahl der idealen Zahlen in t: lässt we- 
sentliche Veieinfa.chuiigen zu, wenn n keinen quadratischen Factor enthält, 
d.h. wenn n = pp^p^p^..., wo p^Pitf^iP^-, ■■■ lanter verschiedene, nn- [104 
gerade Primzahlen sind. Es scheint daher nicht unangemessen, diesen Fall 
besonders zu behandeln. 

Ist n durch keinen quadratisch en Factor theilbar, so lässt 
sich jede complexe Zahl in tu stets und nur auf eine einzige 
Weise in die folgende Form bringen: 



(1.) 



/■(«>) = , 



,'--P(") 



wo a , a a , ganze Zahlen, und r,r r , , die Zahlen be- 

deuten, welche kleiner als n und prim zu n sind. 

Denn ist 10* eine nicht primitive Wui'zel der Gleichung x^ ^ \, und ist 
z.B. ^ ^ app, wo a prim zu p^p^--. ist, und sind /3j, /3^, ... die Zahlen, 
welche kleiner als pp^ und prim zu dieser Zahl, 80 hat man die Gleichung: 



(2-) 



•■(1- 



,JiP2lh' 



■■)-- 



Hieraus folgt, dass man jede nicht primitive Wurzel der Gleichung x" = i 
und folglich jede complexe Zahl in die Form (l.) setzen kann, — Es ergiebt 
sich hieraus ferner ohne Mühe, dass die Determinante 



nicht verschwindet, wenn »\ = 1 angenommen wird; und hieraus ergiebt sich, 
dass man f{ta) nur auf eine Weise in die Form (1.) setzen kann. — Ist 
daher f{«y'') = /'(«)) , so hat f (u») die Gestalt 



(3.) 



i Zahlen und '1 



, die V Zahlen bedeuten, welche 
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kleiner als n und prim zu «, und wovon der Quotient je zweier nicht con- 
gruent einer Potenz von z (niod. n). 
Es sei nun 

I. - ungerade, oder t gerade und n'^ nicht = — 1, mod. **, 
so tritt an die Stelle der Gleichung (lü.) der vorigen Nummer die folgende: 



(4.) 



G -- 



■W 



2'. 2s J 



da^ da^ . . . da^ . 



In der Gleichung (12.) der vorigen Nummer ist an die Stelle der Deter- 
105] minante D die Determinante 



zu setzen, wo r^ = 1 angenommen wii'd. 

Im gegenwärtigen Falle sind die in No. 5 eingeföhrten Grössen e, e^, e^, .. 
respective änrch jj, p^, p^, .. . nicht theilbar, nnd es ist: 

\°-) Te,e„e^,...V"e,e„e^,...) — ^ Zii^ Si ...(u, 

wo die Summe auf alle Zahlen t zn beziehen ist, die kleiner als n und prim 
zu n, und wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
ji' = ^i eine gerade Anzahl von Primfactoren enthält oder eine 

ungerade. — Dieses ergiebt sich aus der Gleichung 

C'^ e. ... \ 



;6-} 



hl+t^ 



wenn a eine der Zahlen, die kleiner als n^ ^ und piim zu derselben ist 
während ß^,ß^,... sammtliche Zahlen bedeuten, welche kleiner als n'^ ^ 
und prim zu dieser Zahl sind, und wo das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem n'^ ^ eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Primfactoren enthält. — 

Ua § gj --- = I, so ist auch. 



(7-) 



n. 



,,(^, 



i = ±sr' 
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ivo die Summation rechts sich auf alle Zahlen hezieht, die kleiner sind als 

K wnd prim zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer 
Potenz von z (med. n). — Die Determinante 



3'Iiid)',geS"3;iiidir 



f.(f'>S'h\i 



"'^! 



'^'Jndj»- 



gee)tf'lndr,.e«)5ilnd,7-, ... 


... f 
... 1^ 


"ÖTndtv.e 
»d'Ind,Vge 


"öirnd,r. 


^e^''>d-Jjid.r^^e\'--e\Inä,r^... 


■ ■- i 


>J'Indr,.(; 


«tf;ind,f,, 



WO e"", e^"', e™, . .. für a = I, 2, . . ., v alle statthaften v Combinationen der 
Grössen e,e^,e^,... darstellen, hat die Eigenschaft, bis auf's Vorzeichen 
unverändert zu bleiben, wenn man an die Stelle von |, |,, |^, ... respective [io6 
I"', I"', |~', ... setzt. Nach dieser Veränderung heisse die Determinante J,, so 
ist leicht zu zeigen, dass J.J^~+J^ = v'°. — Man bilde nunmehr das Product 
der Determinanten / und _E, so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung (6.): 

oder 

(8.) ^= ±fl/.,e„...K,..,.,.). 

wo das Product den Zähler des Ausdruckes A in No. 6 bedeutet. — 
Der Ausdruck für die Klassenanzahl wird in unserem Falle: 



(9.) 



, (-1)-' 



Das Product W,,,,,,...('',,t, 
No. 6 in der l'orra pp^p^ 



) lässt sich vermittelst der Gleichung (6.) in 
darstellen, und es ist nicht schwer zu zeigen, 



dass üjjg p , der Nenner des Ausdruckes A, gleich ist p 
Hieraus ergiebt sich, dass 

, d. h. .4_E = + 1. 



■P, -P, ' 



nf,,, (»,,,„...) 

Der Ausdruck (9.) wird daher, abgesehen vom Vorzeichen, 
(-if'.s.F Q 



(10.) 



11 = 
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Tst 

II. t gerade rmd k = —1, moä.n, 

so findet man auf älinUche Weise, abgesehen vom Vorzeichen, 

(11.) ^J"=2-f- 



Zum Schlüsse sei es mir erlaubt auf die Beweise zweier auf die Perioden 
t:,. bezüglichen Sätze, welche in der vierten Nummer meiner mehrerwähnten 
Arbeit enthalten sind, hier noch einmal zurückzukommen. Ich werde mich 
hierbei den daselbst angenommenen Bezeichnungen anschliessen. — Es ■wird 
zuerst folgender Hülfssatz bewiesen: 

Es sei 

(1.) S.x„{i(f,si = 0, 

wo {u''' ,q^) die daselbst in No. 3 festgesetzte Bedeutung hat, und die Sum- 
mation sich auf solche Werthe a bezieht, die incongruent sind nach dem 
107] Modul c^, ferner werde vorausgesetzt, dass c^ nicht durch p^ theUbar sei, 
und dass die Grössen X^ rationale, ganze Functionen der Wurzeln der Glei- 
chung 3;"^ = 1 [wo n = -^ gesetzt ist), mit ganzzahligen Coefficienten sind, 
so ist X = 0, für alle Werthe von a, auf die sich die Summation bezieht. 
Denn reducirt man die Perioden {u^ , q ^] mit Hülfe der Gleichung, 
welcher die primitiven Wurzeln der Gleichung u^' =^ 1 genügen, derai-tig, 
dass im redticirten Ausdrucke R^ die Exponenten von u^ kleiner als p^ ^ iPs.~ ^) 
sind, so haben in der Gleichung 

[2.) i;.x„E„ = 

die verschiedenen Grössen R^ keine gemeinschaftliche Potenz von u^. 
Denn man hat (s, No. 2 der Arbeit) 

worin /('fj nur Potenzen von u^ enthält, deren Exponenten kleiner als 
■p.^ (p^ — i), und i|i(«fg) nur Potenzen von ?f^, deren Exponenten kleiner als 
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p^^ . — Ebenso ist, wenn a' von a verschieden: 

(4.) B, = iC(«.)-[..f"""<'--^" + «f°"~''*"-" + - + «f""'+ Jf(«.), 
WO -/{u ) und 'y(u^) respective eine ähnliche Bedeutung haben, wie );_(Mg) 
und (]j(fi ), — Aus den am Schlüsse der No. 2 der erwähnten Arbeit ange- 
stellten Betrachtungen ergiebt sich, wenn man der Kürze halber 

setzt, dass xC**e) '^^^ X'(**e) ^^^ ^'^'(^e) ™^^ ^Vi%) keine gemeinschaftliche 
Potenz von \ enthalten. Aber ebenso wenig kann x(**e) ^^^ ^¥i%) *^^^^ 
C({j(«() mit x'(**e) ^i^^ solche Potenz gemeinschaftlich haben. Denn damit 
z. B. C'^(u) mit x'(^e) ^''"^ gemeinschaftliche Potenz enthielte, müsste eine 
Gleichung folgender Art bestehen: 

{a.) Wj — ?(. , 

wo x,ij,z ganze Zahlen sind, d.h. es müsste q^ ' ''' = 5" ^'^^j mod. j;"'^ 
sein, daher auch q " ^ ^ = 1, mod. /i^ ^ Hieraus folgt [108 

(6.) {a — a')p^ + ix--s)c^.p^ = 0, mod.Aj, 

wo A die in der erwähnten Arbeit No. S ihm beigelegte Bedeutung hat. 
Aus (ö.) folgt (Q — n');*^ ^ 0, mod- c^, oder, da c^ nicht durch /i^ theilbar ist, 
a ^ fl', mod. c^, gegen die Voraussetzung. — 

Da nun bewiesen ist, dass in der Gleichung (2.) die Grössen R^ für 
Werthe von a, die incongruent sind mod, c^, keine gemeinschaftliche Potenz 
von u^ enthalten, so müssen nach einem Satze von Kronecker (Liouvilles 
Journal, Bd. 19^)) die Grossen X^ für alle "VVerthe von ci, auf welche sich 
die Summation in (1.) bezieht, verschwinden. 

Mit Hülfe dieses Lemma wird der Satz am Schlüsse meiner erwähnten 
Arbeit, der die Bedingungen für das Verachwinden einer Periode enthält, 
folgendermassen bewiesen. 

Die Allgemeinheit des Beweises wird nicht beeinträchtigt, wenn wir der Über- 
sichtlichkeit wegen n = p^ jp^ 'p^ ^p^ ' annehmen , und zwar sei p^>'P^^p^>' P^- 
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Ist s^ primitive Wurzel der Gleichung a; ^ = 1, wo ft,, = p^ ' P^'p^', so folgt 
aus den Gleichungen (3.) und (4.) der No. 3 der a. A. 

(V.) 'slC'f,?'"«».'".«'")-«,, 

Soll dahei iz^ verschwinden, so muss nach dem obigen Lemma entweder 
(u^ , o'^") = 0, oder {^ i 9 °) = sein, und zwar nach einem Satze in No. J 
der a. Ä. für jeden Wertli von a. Findet ersteres nicht statt, so hat man 
also die Gleichung 

(8.) {4\ 9"") = 0. 

Es sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von c^ und X^ gleich ß; von c^ 
oder X^ und (\, X^) gleich y; von -j- und -^-^ gleich ^, so ist die Gleichung 
(8.) gleichbedeutend mit der folgenden: 

(9.) %.U°",/'-){»f\,'"-)=0. 

Diese wird ebenso wie die Gleichung (7.) hergeleitet, wenn n^^ = p^ 'jo, ^"<i 
2 , primitive Wurzel der Gleichung x "'■ = i ist. Aus derselben folgt nach 

dem obigen I^emma, dass entweder [u^ ,q °J — 0, oder [0^^ ,q 7=0, für 
109] alle Werthe von a. — Nun aber ist der grÖsste gemeinschaftliche Theiler 
von l und U„, A . A ) gleich dem von L und L ^^' "' , gleich dem von -w^-ßS 
und -^- ßd- "g ■■) gleich ßd. Aber andererseits ist der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von l^ und (A^, -l^, X^) gleich c^, demnach ist c^ = ßS. Es ist 

..» f'i" 

ober q = 1} , und der Exponent, zu dem q (mod. jj^ ) gehört, gleich 

-^ = ■^■(J, daher ist nach der Gleichung (3.) in No. i der a. A. 

(„»"•,/'.) = („.="",/.). 

Ferner ist ^ " '^ der Exponent, zu dem q " (mod. n^J gehört, und der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von ' " '' ■ y und -^- --^-ß gleich dem von ' " "' ■ y 
und -°-'s--yi gleich dem von ■ ^' ■ / -■■yS und ■--■-gj-j'^, gleich yS. Bezeichnet 
man also den gi-össten gemeinschaftlichen Theiler von (A^,Aj und (\,A^) mit 
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- yd. Ferner ist 



y yd yS 



Dalier ist nach der Gleichung (Z.) in No. 3 der a. A. [s^^ ,q "j — [s^^ , q "'J. — 
Mithin ist entweder [u^ , ^ 'J = o, oder 

(10.) Uf'"-/") = 0. 

Es sei nunmehr der grösste gemeinschaftliche Thciler Yon A^ und r^^ gleich 
ß', so gehört q "' (mod. />^ ) zum Exponenten -^; und wenn der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von A^ und r^^ gleich y' ist, so gehört q "' (moä.p^ ') 
zum Exponenten —■ Endlich sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
~ und -y gleich iJ', so ist die Gleichung (10.) gleichbedeutend mit der 
folgenden : 

(".) 2:".(«.="''",/''")k=""./''") = o. 

Hieraus folgt nach dem obigen Lemma, dass entweder [u^ ,q "/ ^ 't oder 

Ws ! ? "/ = ^-f ^^'^' ^^1^ Werthe von q. — Nun aber ist der gi-össte ge- 
meinschaftliche Theiler von l^ und r„, gleich dem von (A^, Aj und A^; 
ferner der grösste gemeinschaftliche Theiler von A^ und r^^ gleich dem [no 
von Aj und (A^,Aj; daher ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von A^ 
und (A|,,A^,Ag) gleich dem von A^^ und (Ag,Aj)~, gleich dem von -^-ß' und 
^^^Y^-y-ß', gleich dem von jy-ß'ö' und ^^^^■^■ß'S', gleich ß'd'; daher 
ist c^ = ß'd'. Nun ist 

K = j-^T-ßS, .„= f-if. <,'" = , ' =!'• . 

Daher ist nach der Gleichung {Z.) in No. 3 der a. A. 

K -S ) = V'h ,9. 1- 
Eerncr ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von A^ und (A(,,Aj,Aj gleich 
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dem von A^ und i^„,^,)-Y, gleich dem von -r-y' und —r^- J.--/, gieicli dem 
von -^fr-r'^' ■Lind "'. •gV'y'^'' gleich y'^', daher ist c^ = y'd'. Nun aber ist 

daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A, \u^ ,q "'J = [% , Q' 'J- 
Damit also ir, verschwinde , muss eine der folgenden vier Gleichungen 
erfüllt werden 

(12.) K,g''')=-0, K,3'') = 0, (m„3''')=-0, (m„2''^)==0, 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar der am Schlüsse der a. Ä. aufgestellte 
Satz. — 

In der Xo. 4 der a. A. wai- ferner zu zeigen, dass zwei formal ver- 
schiedene Perioden derselben Gruppe nur dann gleich sein können, wenn sie 
verschwinden. — Man kann sich beim Beweise offenbar auf primitive Pe- 
rioden beschränken (s. d. a. A.). Es seien tc^ und tu^ irgend zwei primitive 
Perioden, und es werde angenommen, dass 

(13.) 

Nach der Gleichung (7.) ist diese Gleichung identisch mit der folgenden: 

Aus den im Beweise des obigen Lemma angestellten Betrachtungen geht her- 
iii] vor, dass, wenn man [u^ , g °] und (w„ , g- ") so reducirt, dass nur- niedrigere 
Potenzen von u^ als die p^ " (^„ — 1)'" übrig bleiben, und die reducirten Aus- 
di-ücke respective mit -R„ und S^ bezeichnet, -für zwei verschiedene Werthe 
von a weder zwei der Grössen jR noch zwei der Gtrössen Ä unter sich eine 
gemeinschaftliche Potenz von u^ enthalten. Hatte nun auch kein R mit einem 
S eine Potenz von u^ gemeinschaftlich, so erforderte die Irreductibilität der 
Gleichung der primitiven Wurzeln im erweiterten Sinne (s. die o. a. Abhand- 
lung von Kronecker), dass die aus den Wurzeln der Gleichung x " ^ 1 ge- 
bildeten Perioden [g^, q ") verschwinden, wodurch auch nach Gleichung (7.) 
■K =^ ii wird. Enthielte aber eine der Grössen R mit einer der Grössen S 
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eine gemeinschaftliche Potenz von u^, so käme diese weder in einem anderen 
J? nocli in einem anderen S vor, daher müssten in Folge der Irreductibilität 
zwei mit s^ gebildete Perioden einander gleich sein. Geht man von dieser 
letzteren Gleichheit ans und verfährt mit derselben wie mit der Gleichung 
(13.), so findet man, dass entweder eine mit ^^^ gebildete Periode, also auch 
TCj verschwindet, oder dass zwei mit 3^^ gebildete Perioden einander gleich 
werden. Fährt man so fort, so ergiebt sich schliesslich, dass die Gleichung 
(13.) nur bestehen kann, wenn die primitiven Perioden verschwinden. 
Berlin, im l'ebniar 1864. 
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ANMERKUNG. 



Änderungen gegen das Original, 
Es wurde gesetzt: 

S. 75, Zeile 4 Cj statt c, 

„ 98, „ 7 M statt M ='', 

„ 105, „ 10 C statt Cj; 

„ 106, „ 12 V. K. vor dem Worte »fiir« wurde = eingeschoben, 

„ 107, „ S V. u. wurde ei» auf »No, 8« folgendes »in« unterdrückt; 

„ 68, „ 13 und 10 v. a., 

„ SO, Gleichung (2,), 

„ 93, Zeile 13, 12, 10 v. u,, 

„ 94, Gleichung (2.) und (2a,) 
wurden die in der » Berichtigung*, Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. Cd, S. 111, und dem »Druckfehler- 
verzeichnisse*, ebenda S. IV, vorgeschriebenen Änderungen angebracht. Sch. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
MIT VERÄNDERLICHEN COEFFICIENTEN. 

(Jahre sb er iclit über die städtisclie Gewerbeacliule zu Berlin, Ostern 1865. 
Berlin, Bachdructerei von Gustav Lange, 1865.) 



Nach dem gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft stellt man sich [3 
in der Theorie der Differentialgleichungen nicht sowohl die Aufgabe, eine 
gegebene Differentialgleichung auf Quadraturen zurückzuführen, als vielmehr 
die, den Verlauf ihrer Integrale füi- alle Punkte der Ebene, d. h. für alle 
Werthe der unbeschränkt Veränderlichen aus der Differentialgleichung selbst 
abzuleiten. Die Analysis lehrt eine Function determiniren , wenn man das 
Verhalten derselben in der Umgebung derjenigen Punkte ermitteln kann, für 
welche sie unstetig oder mehrdeutig wird. Es ist daher die wesentliche Auf- 
gabe bei der Integration einer gegebenen Differentialgleichung, die Lage dieser 
Punkte und das Verhalten der Integrale in deren Umgebung festzustellen. — 
In diesem Sinne haben Beiot und Bouquet im Journal de l'Ecole Polytech- 
nique, cah. 36, die Differentialgleichungen der Form Fi^, -^) = behandelt, 
wenn -Ffj/, -3^) eine ganze Function von y und -^ bedeutet. — In den Ab- 
handlungen der Societät der Wissenschaften zu Göttingen vom Jahre 1857^) 
hat RiEMANN die Differentialgleichung hergeleitet, welcher die durch die 
GAUSssche Reihe F[a, ß, y, x) darstellbaren Functionen genügen; und man 
kann umgekehrt die dortige Abhandlung als eine solche ansehen, wodurch 

1) Bienwnni Wotko, {II. Aufl. 1E03), S. 8?. StL. 
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die Integration jener Diiferentialgleichung geleistet ist. — Im Folgenden er- 
laube ich mir einige Ergebnisse einer über lineare Diiferentialgleichungen mit 
veränderlichen Coefficienten angestellten Untersuchung mitzutheiien , zu welcher 
ich durch das Studium der RiEMANNSchen Abhandlung veranlasst wurde. Es 
ergab sich hierbei ein für alle linearen Differentialgleichungen gültiger Satz 
(ISTo. 3), der naturgemass ein Problem herbeiführt, welches in No. 4 und No. 5 
behandelt ist, ein Problem, durch dessen Lösung eine gewisse Klasse lineaa'er 
Differentialgleichungen abgeschlossen wird. Zu dieser Klasse gehört als spe- 
cieller Fall die von Riemakn in der ebenerwähnten Abhandlung erhaltene 
Differentialgleichung, so dass die Eigenschaften der durch die GAUsasche Eeihe 
darstellbaren Functionen, von denen Eiemann ausgeht, auch von emem anderen 
Gesichtspunkte aus, als denselben characteristische erkannt werden (No. 6). — 
Es ist auch von Interesse, dass zu derselben Klasse von Differentialgleichungen 
auch diejenigen linearen Differentialgleichungen gehören, denen nur algebraische 
Functionen genügen (No. 7). ™ Im Sommer 1863 hielt Weierstrass eine 
Vorlesung über AuELSche Functionen, worin er als Einleitung die Fundamente 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen entwickelte. Dieser Vor- 
lesung werde ich mich in der Art der begrifflichen Feststellung der Integrale 
einer linearen Differentialgleichung, wie sie in No. 1 angedeutet ist, im 
Wesentlichen anschliessen. — Ich bemerke schliesslich, dass ich mich im 
Folgenden auf solche lineare Differentialgleichungen beschränke, welche kein 
von der abhängigen Variabein und ihren Ableitungen freies Glied enthalten. 



Es sei: 



rF'y 



eine lineare Differentialgleichung m*" Ordnung, deren Coefficienten p^^ p^^ - . ., p, 
Functionen von x sind, die innerhalb eines einfach zusammenhangenden 
Flächentheils T der «-Ebene nur in einer endlichen Anzahl von Punkten un- 
stetig werden, im Übrigen aber innerhalb dieser Fläche eindeutig und con- 
tinuirlich sind. Diejenigen Punkte innerhalb T, für welche eine oder mehrere 
der Functionen p unstetig sind, werden wir im Folgenden, nach dem Vor- 
gange von Weierstrass, singulare Punkte nennen. — Es sei ferner x^ 
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irgend ein Punkt in T und um denselben ein Kreis beschrieben, welcher sich 
bis zum nächsten singulären Punkte erstreckt, so bezeichnen wir das durch 
diesen Kreis abgegrenzte Plächengebiet, ebenfalls nach Weierstrass , als die 
Umgebung des Punktes x^. 

Ist nun x^ ein Punlit, der nicht zu den singulären gehört, so giebt es 
innerhalb T eine in der Umgebung desselben überall endliche, eindeutige und 
continuirliche Function y, welche der Differentialgleichung (1.) genügt und 
so beschaffen ist, dass y, -^, -gj-, ..., ^„i— für x ■= x^ beliebig gegebene 
Werthe annehmen. Dieses lässt sich folgendermassen beweisen : 

In der Umgebung von x^ innerhalb T seien die Maxima der Moduln der 
Functionen p^,p^i ■■■,p,„ i'esp. M^, M^, ..., J14^„. Ist a^ der dem Punkte x^ zu- 
nächst liegende singulare Punkt, und setzt man vaoä {a^ — x^) = r , und 

1~ I' '" T. r)? 1 3 I ■ ' • 1 — Tim 



so ist bekanntlich (s. Briot et Bouquet, Journal de VEcole Polytechnique, 
cah. iSe, pag. 137) für jedes ganzzahlige o 

wo wir mit (/"(ic)), den Werth einer Function /(x) für x ^= x^ bezeichnen. 

Die sämmtlichen Ableitungen einer der Differentialgleichung ( 1 .) ge- 
nügenden Function y lassen sich auf die Form bringen: 

worin die Grössen 21 sich aus den Grössen f und deren Ableitungen durch 
die Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung 

^•■> dx'" ^' dar-' ^ ^' f?«™-" ^ ^ ^"' ' 

so lassen sich die sämmtlichen Ableitungen einer derselben genügenden [5 
Function u in der ähnlichen Form 

Fuohs,mBt!ii.m. Warta. I. 15 
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darstellen. Die Grössen ^ werden aus den entsprechenden Grössen 5K abge- 
leitet, indem man an die Stelle einer jeden Function -p und ihrer Ableitungen 
die entsprechende Function 9 und ihre entsprechenden Ableitungen setzt. 
Hieraus folgt, dass 

SS„, (a;„) > mod 9I„, (»„) , S„, (aij > mod 91,, (a^J , . . . , S8„„, {a;J > mod 3(„„. (a:„). 

AVenn sich daher eine in der Umgebung von \ eindeutige , continnirliche und 
endliche Function u bestimmen lässt, derart, dass sie der Differentialgleichung 
(3.) genügt, und dass für ic = rB„ die Grössen u^ ~, ^~, ..., - j. ^Jj beliebig 
gegebene positive Werthe annehmen, so existirt auch eine in der Umgebung 
von cc^ eindeutige, continnirliche und endliche Fimction ^ von der Beschaffen- 
heit, dass sie der Differentialgleichung (1.) genügt, und dass 

'^' dx' <M ' ' ■ '' (?3:™"* 
für X =, x^ beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Setzt man -y-" - = z, so lässt sich die Differentialgleichung (3.) auf die 
Gestalt bringen : 

(3a.) (1-^)4^ = M,r'^^^ + M,r'^^ + -- + M,y^u. 

Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Eeihe w — 2 f*«^" 
zu genügen, so findet man für jeden ganzzahligen Werth von ^ die Relation: 
(ni + k)fm + 7e-~l)...Qi: + l).h,„^^ = {m + k-l)im + I:-2) ...{Je + l)[h + M,r].h,„+^_, 



(5.) 



Nimmt man &„, h^, ..., h^_^ positiv an, so sind daher alle Grössen b po- 
sitiv, und es ist ^^^j == -^xF"-&,„+i_i + 4*' ^'^ ^ ^i^^ positive Grösse ist. 

Man kann annehmen, dass M^r>'m. Denn wenn dieses nicht stattfindet, 
80 bleiben alle vorhergehenden Schlüsse a potiori gültig', wenn man 31 so 
gross annimmt, dass dieser Bedingung Genüge geschieht. 

Daher ist ^„;+j> &^,^j„, für jedes ganzzahlige h, d. h. die Grössen b wachsen 
mit ihrem Index, und deswegen ist -^ nicht unendlich, wenn )■<*, für alle 
Werthe von r und s. 
6] Dividirt man die Gleichung (5.) durch 

{m + lc){m + h-l)...(h + l).b^,+,_„ 
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SO erhält man 



Hieraus folgt 

lim J^^ = 1 für k = CO, 
mithin ist 

lim y • '""^^ • ' wi+t-i ^^ ^ füi^ Ä: ^ cx) , 

d. h. die Reihe u = Sn^n^° ^^'^ convergent, so lange der Modul von s kleiner 
ist als 1; oder die Differentialgleichung (3.) hat innerhalb T ein in der 
Umgebung von x^ gültiges Integral der Form S„6„(^ — a^J", derart dass 
^0' 6,, i^, ..., &,„.j oder auchM„, f-^j , f-^J > •■■) ( ax^ ' ^ j '^^li^bige positive Werthe 
erhalten können. — 

Hiermit ist die Existenz einer Function y von der oben angegebenen 
Beschaffenheit erwiesen. — 

Umgiebt man jeden der singularen Punkte mit einem beliebig Meinen 
endlichen Kreise, so ist der übrig bleibende Theil der Fläche T, der T' 
heissen möge, eüie mehrfach zusammenhangende Fläche. Ziehen wir von 
jedem Kreise aus eine sich selbst und die übrigen nicht schneidende Linie, 
z. B. eine gerade Linie, bis zur Begrenzung von T, so wird die Fläche T' 
durch diese Querschnitte' in eine einfach zusammenhangende T" zerlegt. Inner- 
halb dieser Fläche lässt sich die eben definirte Function y nur auf eine Weise 
fortsetzen, so dass man eine innerhalb der Fläche T" eindeutige, continuir- 
liche und endliche Function y erhält, welche der Differentialgleichung (1.) 
genügt und so beschaffen ist, dass für einen Punkt x^ dieser Fläche 

' äx ' dx' ' ' ' '' dx""^ 
beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Geht man in T' von x^ aus und kehrt nach einer oder mehrmaliger 
Überschreitung eines oder mehrerer Querschnitte nach x^ zurück, so erhalten 
y und dessen Ableitungen im Allgemeinen von den ursprünglichen verschiedene 
Werthe. Mit diesen als Änfangswerthen ist innerhalb T" eine im Allgemeinen 
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von y verschiedene Function bestimmt. Auf diese Weise erlangt man im All- 
gemeinen unendlich viele solcher Functionen. Denkt man sich die Fläche 
2" von unendlich vielen Blättern bedeckt, alle mit denselben Querschnitten, 
und jedem dieser Blätter eine solche Function (einen Zweig) zuertheilt, so 
hangen diese Blätter längs der Querschnitte so zusammen, dass wenn x in 
der Fläche T' einen Querschnitt überschreitet, sich ein Zweig continuirlich 
in einen anderen der unendlich vielen Zweige fortsetzt, da die Werthe der 
Functionen in T" zu. beiden Seiten eines Querschnitts im Allgemeinen von 
einander verschieden sind. 

Hiermit ist der Verlauf eines Integrals der Differentialgleichung (l.) inner- 
t\ halb T' vollständig bestimmt , wenn in einem Punkte dieser Fläche für 



Wenn man im Punkte a;^ für ^^ -^j "^7 ■ ■■! -tts^t ''^ verschiedene Werth- 
iteme festsetzt, so erhält man m. particuläre Integrale ^ ,?/,..., j/ . Wir 

Werthsysteme so, dass die 



wählen , was offenbar immer möglich ist , 
Determinante: 



dx'"' 
dx"'~ 



dx'" 



dx"" 



dx"" 



y,. 



für X = x^ nicht verschwindet. Alsdann kann jedes Integi-al -^, welches da- 
durch bestimmt ist, dass tj, -^, -^, ..., -^^^ für x = x^ resp. die beliebig 
gegebenen Anfangswerthe \^ tjJ,, yj^', ..., v)™'" annehmen, als lineare homogene 
Function von y^^y^-, ■•■■,y,„ mit constanten Coefficienten dargestellt werden, 
also 

WO c,, c^, ..., c^ Constanten sind. 

Denn unter der gemachten Voraussetzung liefert das System linearer 
Gleichungen ; 
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1. = «,(Si). + «.(».). +■■■+ «„(;/„.),, 



'" '\ dx"' ' )„ ^\ äx'" ' /a "'\ dx"' ' /„ 

für t,, tr^, ..., c,^^ endliche und bestimmte Werthe; und wenn die Punction tj 
nebst ibren m — J ersten Ableitungen mit der Function 

Ci 2/, + ^2 ;/a + ■ ■ ■ + c-,„ y™ 

und deren entsprechenden Ableitungen für x =^ x^ übereinstimmt, so findet nach 
der vorigen Kummer diese "Übereinstimmung für alle Werthe von x statt. 

Ein solches System von Functionen 2/,, 2/,, ..., y^, fiu" welches die De- 
terminante D in einem innerhalb T' liegenden Punkte nicht verschwindet, 
durch welches sich also alle particulären Integrale in der Form der Gleichung [s 
(I.) ausdrücken lassen, werde ich im Folgenden ein Fundamentalsystem, 
und «/,, y^i .-., y„ dessen Elemente nennen. 

Jeder Zweig einer Function y kann als ein particuläres Integral innerhalb 
T" mit bestimmten Anfangswerthen angesehen werden, und lässt sich daher 
als lineare homogene Function von y^, ■i/^, ■■■ty» ™it constanten Coefficienten 
darstellen. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zwischen je m + 1 Zweigen derselben Function y findet eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten statt. 

Denn es seien «/, y\ y'\ ..., y''"^ m+1 solche Zweige, so hat man folgende 
«i + 1 lineare Gleichungen: 

y = c^y, + c,f/, +■■■+ c^y,„ 
V' = c'iVi + <y^ +.■•+ <,?/„,, 

WO die Grössen c sämmtlich bestimmte Constanten sind. Eliminirt man aus 
denselben die Grössen y^^y^, ■ ■■,y^-, so erhält man als Eliminationsresultante 
eine lineare homogene Gleichung zwischen y,y\ .,., y'"" mit constanten Coeffi- 
cienten. 
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Um eiiizuselieii, dass bei der Bestimmung einer Function, welche der 
Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt, der Ausgangspunkt x^ 
gleichgültig sei, muss noch gezeigt werden, dass 

die Determinante D eines Fundamen talsystems für die 
ganze Fläche T' endlich und von Null verschieden ist. 
Aus den m Gleichungen : 



(2.) 



D.p, = D', 

■wo £>' aixs D erhalten wird, wenn man ■ ^ ; r^' -) ■■ ^^ -■, ■•■, ^^ ■ ^"' - resp. durch 
^f± ■^^, ■■-, ^-~ ersetzt. Bekanntlich ist D' die Ableitung von D, daher ist 

dlogD 

d'X ■" 

oder 

(3.) V=G.e-^''''"', 

WO C eine Constante bedeutet, die durch die Anfangswerthe von y^iy^i ■■■■,y 
9] und ihren Ableitungen für x ^= x^ bestimmt und der Voraussetzung gemäss 
von Null verschieden ist. Da fp^ dx nur für einen singulären Punkt unendlich 
werden kann, so folgt, dass e ' und folglich auch D innerhalb T' überall 
endlich und von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt auch, dass wenn die Functionen y^.,y.^, ■•■,'J,„ ein Funda- 
mentalsystem bilden, sie noch ein solches System ausmachen, wenn man Jede 
derselben auf demselben Wege um singulare Punkte herum bis zu dem Punkte 
x^ zurück fortgesetzt hat. 

Die gegebene Definition eines Fundamentalsystems kann auch durch die 
folgende ersetzt werden: 

Ein System von Integralen \i'^2^ • ■■1 \, bildet ein Fundamentalsystem, 
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wenn eine Gleichung der Form 

für keine endlichen bestimmten Weithe der Constanten t,, c^, ..., c,^ Statt 
haben kann. 

Denn es sei ijy,y^, ■■•■,y^,i ii"gend ein l'undamentalsystem (im Sinne der 
ersten Definition), so darf man setzen: 



■'im = L, y, + /■»« 2/ii + ■ ■ ■ + 4™ y,n , 

wo die Grössen / Constanten sind. — Die Determinante 

fn U ■■■ L, 



f„n U. '•• f..« 

darf nicht verschwinden, da sonst zwischen tj^, tj^, ..., vj^^ eine lineare homo- 
gene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt finden müsste. Daher lassen 
sich «/,, i/j, ■■■j2'm "^*^ folglich alle particulären Integrale der linearen Diife- 
rentialgleichung als lineare homogene Functionen der Grössen ^ii ^jj •■ •? ti^^ mit 
Constanten Coefficienten darstellen. Dieses erfordert aber, dass die Determinante 





i—'yi, 
dx— 


■■ 1, 


d—ri. 
dx'- 


dx—' 


■• 1. 



innerhalb T' überall endlich und von Null verschieden ist. Hierdurch ist die 
Übereinstimmung der beiden Definitionen erwiesen. 

Bekanntlich kann man folgendermassen verfahren, um m particuläre Inte- 
grale der Differentialgleichung 

~r-^ ^ Fl , m" -^ ^ 



(4-) 



r+A- 



+ P.S, 
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lo] ZU erhalten. Es sei y^ ein particuläres Integral derselben, welches nicht 
identisch verschwindet, nnd man setze 

y = y^f^ä-^, 

so genügt s einer linearen Differentialgleichung m — l^"' Ordnung 

(6.) -£ir=r-?,-35S^ + S.^E=^ + -+?-.^. 

Es sei s^ ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches 
nicht identisch verschwindet, so ist 

ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (4.). Man setze 

s = e^judx, 
so genügt li einer linearen Differentialgleichung m — 2*" Ordnung 

Ist M, ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches nicht 
identisch verschwindet, so ist 

ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (5.) und 

Vs == ylfdxs^f^^,dx 

ein drittes particuläres Integral der Differentialgleichung (4.). Fährt man so 
fort, so gelangt man schliesslich zu einer linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung : 

/^ , du; 

('■) IF = '"■ 

und man erhält auf diese Weise m particuläre Integrale der Differential- 
gleichung (4.). 

Wir behaupten nun, 

dass die so erhaltenen particulären Integrale ein Fun da- 
mentalsystem bilden. 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, nehmen wh- m = 3 an. In diesem 
Falle ist die Differentialgleichung (6.) erster Ordnung. Bildeten nun ^^ y^, y^ 
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kein Fundamentalsystem , so hätte man eine Gleichung: 

(8.) c,y,-i- c^p, fs^dx + c^y^ fdx^^ fu,dx = 0, 

wo c^, Cj, Cj Constanten sind. Da «/, nicht identisch verschwindet, so darf man 
diese Gleichung durch y^ dividii'en; differentiirt man alsdann, so erhält man 

c^B, + CgS^fu^äx = 0. 

Da 0j nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch 0^ dividiren, 
und erhält alsdann durch Differentiation 

C,M, == 0. 

Da nun «, nicht identisch verschwindet, so hätte man (^3 = 0. Es miisste 
alsdann 

sein. Hieraus würde auf ähnliche Weise folgen c^0^ = 0, und daher c^ = 0, [u 
und folglich auch c^ = 0. 

Es ergiebt sich also, dass die Gleichung (8.) nicht bestehen kann, und 
dass daher die auf die angegebene Weise ermittelten Integrale ein Fundamental- 
system bilden. 

'6. 

Nach der No. 1 kommt die Aufgabe der Integi-ation einer linearen Diffe- 
rentialgleichung auf die Untersuchung der I'rage hinaus, was aus einer durch 
die Anfangswerthe in einem Punkte x^ bestimmten Function wii-d, wenn man 
sie innerhalb T' um einen singulären Punkt henim bis zum Punkte x^ zurück 
fortsetzt. In dieser Beziehung stellen wir folgenden Satz auf: 

Es sei 

eine lineare Differentialgleichung m'" Ordnung, wo über die 
Coefficienten j3 dieselben Voraussetzungen gemacht werden, wie 
am Anfange der No. 1, und o, irgend einer der singulären Punkte, 
so giebt es stets ein Fundamentalsystem, wovon wenigstens ein 
Element mit einer Potenz von x~a^ multiplicirt in der Umgebung 
von ß, eindeutig wird. 

Fnclia, nuithem. Werke. L 16 
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Es sei ?/i, «/j, ■■■■,y^ ein Fundamentalsystera der Differentialgleichung (1.), 
und es mögen nach einem Umlaufe iim den singulären Punkt a^ die Functionen 
Vi^V'it ■■■iVm ^^^V- übergehen in y[-i y[, ■ ■ ■ ■, y'^^, so hat man nach der vorigen 
Nummer ein System von Gleichungen: 



(2.) 



ny> + «i2ys + ---+ «M«/™, 



wo die Grössen a^^ Conatanten sind. 

Es sei Mj, Mg, .,,, u^ ein anderes Fundamentalsystem, welches mit dem 
Funäamentalsystem y,, y^, ■■■»^™ durch folgende Gleichungen zusammenhängt: 

] M. = <^n V, + fai J/ä + ■ ■ ■ + C™ J/™, 



(3.) 



■ W,^ = C«,! P: + C^a ^, + • ■ ■ + C^» J/„ , 

SO müssen die Constanten c^ so beschaffen sein, dass die Determinante A der 
Substitution 

/ Cjj Cjs ... t'i„ 1 



nicht verschwindet, da auch die Functionen y^ Vii ■•■^Vm Üiieare homogene 
Functionen der Grössen 'ii^,u^^...,u^ mit constanten Coefiicienten sind. 

Durch, einen Umlauf uva den singulären Punkt a^ mögen die Functionen 
12] u^^ u^, . . ., M^ resp. übergehen in u'^, u'^, . . ., w^, so müssen die letzteren 
Grössen nach der vorigen Nummer lineare homogene Functionen mit con- 
stanten Coefficienten von den ersteren sein. Man findet diese Cocfficienten, 
wenn man die Substitution (S) mit der Substitution 

^^^ _ «.. «=. ■ ■ ■ «« 



und die resultirende Substitution mit der Substitution (S) '', worunter wir die 
inverse Substitixtion von (8) verstehen, zusammensetzt. Es werde die nunmehr 
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resultirende Substitution folgendermassen bezeichnet: 

I Ai A^ -iis 



^ ^„„ Ä,„,, A,,, 
so wollen wir beweisen, dass man den Gleicbungen 

(4.) ^,3 = 0, A^^ = 0, , . ., ^,^. = 

durch solche Werthe der Grrössen c, genügen kann, flu- welche die Determi- 
nante A und die Grösse A^^ von Null verschieden sind. 

Es sei die aus der Substitution [8) und der Substitution (A) zusammen- 
gesetzte Substitution: 



-B,, 


B„ -B,. 


■ . js,. 


_B„ 


B., -B,, 


■ • Js„, 


S„ 


K„ B.. 


■ . B» 


^., 


B„ B„ 


■ ■ -B_ 


, = 


fnt^i. + ß,s«55 


H l-i^™ 



(S)-' = {" A d\, A dc,^ 



Hieraus ergiebt sich 






1 öA 
Ä öc,,„ 



- + ■■■ + 5,,-^ 



[^3 



" öc^i 



' öc„. 



■ + B...~ 
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oder auch 



^11 A. ■ 


■ "im 


■Sil -S.a ■ 


■ "mm 

■ "im 

■ "mi 


etc. 






■ -S, 



Die Determinante ä der Substitution (A) ist von Null verschieden, da 

nach der vorigen Nummer die Grössen y[, y'^, ■■■, y'^ ebenfalls ein Fundamental- 
system bilden. — Man setze nun 

/ -^11 = Cj, ßj, + «12 «ji + — h Cjm «ml = w ■ c„ , 

(6.) < if„ = C„ K.S + (^xi «23 + ■ ■ ■ + ''im ".»3 = ^^ ■ '^18 ' 



WO w durch die folgende Gleichung bestimmt ist: 



(6.) 
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Die Gieicliung (6.) liefert immer einen endlichen von Null verschiedenen [14 
Werth für w, weil der Coefficient der höchsten Potenz w;*" die Einheit ist, 
und weil das von w unabhängige Glied gleich $ ist. 

Ist ^v gemäss der Gleichung (6.) bestimmt, so kann man bekanntlich den 
Gleichungen {5.) durch Werthe von c^^, c^^, , , ., c^^ genügen, die nicht alle ver- 
schwinden. Durch solche "Werthe dieser Grössen verschwinden aber die De- 
terminanten A^^, A^^, ..., Ä^^ identisch, weil in ihnen zwei Reihen sich nur 
durch einen constanten Factor unterscheiden, während die Determinante A^^ 
dadurch in w übergeht. Da aber die Grössen c^^, c^^, ..., c^^ nicht alle Null 
sind, und da bei deren Bestimmung die Grössen c^^, in denen r :> 1 ist, will- 
kürlich gebKeben sind, so folgt, dass man über die letzteren so verfügen kann, 
dass /\ nicht verschwindet. Weil femer iv von Null verschieden ist, hat A^^ 
einen bestimmten, von Null verschiedenen Werth. 

Setzt man 

SO hat h einen endlichen bestimmten Werth, und von dem Fundamentalsystem 
ti,, %, ■ ■ ■; ?f^ hat das erste Element die Eigenschaft, mit (x — a,)"^ multiplicirt 
nach einem Umlaufe um den Punkt a^ den ursprünglichen Werth wieder an- 
zunehmen. 



Wir nehmen jetzt an, dass in der Differentialgleichung 
,, , d'^y d'^~'ii d'^~^y 

die Coefficienten p,,Pi^ ■■■■, P^, in der ganzen unendlichen Ebene eindeutige 
Eunctionen von x seien, die nur für eine endliche Anzahl von Punkten 
ö,, öj, ..., fl unstetig werden. Ausserdem muss jetzt im Allgemeinen der 
Punkt 00 als singulärer Pimkt aufgefasst werden. 

Die Querschnitte, wodurch die Fläche T' in eine einfach zusammen- 
hängende T" zerlegt wird, sind jetzt Linien, welche von den um die Paukte 
«^, a^, ..., ß^ beschriebenen beliebig kleinen aber endlichen Kreisen e 
sich selbst und die übrigen niemals schneidend ins Unendüche verlaufen. 



Hosledby Google 



126 ZUR THEORIE DER LINEAßEN DIFPERENTIALGLEICHUNGEN. 

Nach dem in der vorigen Nummer gegebenen Satze lässt sich in Bezug 
auf jeden singulären Punkt a^ ein Fundamentalsystem bilden, wovon ein Ele- 
ment mit einer Potenz von x — a^. multiplicirt in der Umgebung von a.^ ein- 
deutig wird. Im Allgemeinen haben dann die übrigen Elemente des Funda- 
mentalsystems diese Eigenschaft nxcht. Wir stellen, uns dalier die Aufgabe, 
die Bedingungen dafür aufzusuchen, dass die sämmtlichen Elemente eines 
Fundamentalsyetems in Bezug auf jeden singulären Punkt diese Eigenschaft 
haben (den Punkt co mit eingerechnet). Wir fügen aber ausserdem noch die 
Bedingung hinzu, dass diese Elemente in jedem singulären Punkte nur von 
einer endlichen Ordnung unendlich werden. 

Ein Fundamentalsystem, welches in Bezug auf den singulären Punkt a. 
diese Eigenschaft hat, nennen wii' das zu diesem Punkte gehörige Funda- 
mentalsystem. 

Wir stellen uns also folgende Aufgabe: 

Man soll die Beschaffenheit der Coefficienten ^j, p^, . . .,^^ der 
Differentialgleichung (1.) ermitteln, in dem Falle, dass zu jedem 
15] singulären Punkte a^ ein Fundamentalsystem gehört, dessen 
sämmtliche Elemente jedes mit einer bestimmten Potenz von 
x — a. multiplicirt in der Umgebung von a. eindeutig und endlieh 
werden, dass ausserdem zum Punkte 00 ein Fundamentalsystem 
gehört, dessen sämmtliche Elemente jedes mit einer Potenz von 
X multiplicirt in der Umgebung des Unendlichkeitspunktes, d.h. 
ausserhalb einer die singulären Punkte a^,«^, ,..,a umschliessen- 
den Curve eindeutig und endlich werden. 

I. Wir setzen für 00 das Zeichen a und bezeichnen ein Fundamental- 
system, weiches zum singulären Punkte a^ gehört, mit y^' , y^ , ■ ■ ., y^ ■ Da 
die Grössen y!^'^, yl*\ ■•■, y^', für jeden Werth von i aus der Zahlenreihe 
1, 2, ,.., 9 + 1, ein Fundamentalsystem constituiren , so darf man setzen: 

(2.) <' = »ffyf + ('S!/f + - + «!/:', 

( C = '2 »!" + i>2 »S" + ■ ■ • + '.L sS • 

wo die Grössen b Constanten bedeuten. 
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Wir wollen die Substitution 

( »i? i'S ■■■ t';! \ 
I ij'S € ... €i ( 

( iS C ... s2,. ) 

mit (B\ bezeichnen, und für / = I, '2, . . ., ß 

!/» = («-«,)'•". tS", 
für ■(■ = p + J aber 

setzen, wo ^'^^' in der Umgebung von u. eindeutig, endlich und continuitlich ist. 
Nach einem Umlaufe um den Punkt «, gehen daher die Functionen 
y*, 1/*'*, ..., i/|^'^' resp. über in 

Um zu finden, worin jene Functionen übergehen, wenn man einen Umlauf 
um den Punkt a. macht, wo i von 1 verschieden ist, muss man auf dieselben 
zuerst die Substitution (B)^ anwenden, alsdann die Substitution 

^2.ViiiV-l Q Q ... 



(E), = ( ,2r,,.^-l 



\ 







nnd endlich die inverae Substitution von (_B)., die wir wieder auf die üb- [i6 
liehe Weise mit (B)~^ bezeichnen wollen. 

Durchläuft x in directer Richtung die Begrenzung einer Fläche, welche 
die sämmtlichen singulären Punkte enthält, darauf dieselbe Curve in entgegen- 
gesetzter Richtung, so erhält die Function offenbar ihren ursprünglichen Werth 
wieder. Der letztere Weg ist aber einem Umlaufe um den Punkt co gleich zu 
achten, während der erstere durch die successiven Umlänfe nm die einzelnen 
singulären Punkte ersetzt werden kann. Man kann sich demnach, wenn ma.n 
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den Punkt co mit zu den singulären Punkten rechnet, auch so ausdrücken: 
die Function nimmt zuletzt ihren früheren Werth an, wenn man successive 
alle singulären Punkte umkreist. 

Bezeichnen wir eine Substitution (S), die durch Zusammensetzung mehrerer 
anderer (^), (/), ... entstanden ist, symbolisch mit 
{S) = ik)(l)..., 

so werden die Werthe, welche die Functionen ^'^\ ?/"', ..., i/"' nach successiver 
Umki-eisung sämmtUcher singulare!- Punkte erhalten, gefunden, wenn man auf 
dieselben die Substitution 

(S), (JS). (E). (2S)r (B). (B). (£):■ . . . (i)),,, (S),„ (B)- 

anwendet. — Weil nun durch diese Substitution die Functionen y'", y'^\ . . ., j/J" 
jede in sich selbst verwandelt werden, so muss sie mit der folgenden über- 
einstimmen : 

/ 1 ... 

i 1 . , . 

( 1 ... 



Da aber die Determinante aus den Elementen einer Substitution (8), die 
aus den Substitutionen (Ä), (^), ... zusammengesetzt ist, gleich ist dem Producte 
der Determinanten aus den Elementen von (Je), von (l) etc., so muss 

Det. (R), . Det. (B\ Det. (R\ Det. (B)-' . Det. {B\ Det. (B), Det. (£)," . . . 



sein. 




Nim ist 






Det. (B);. Det. (1^)7' = 1 


und 


mt.{Ii\=e ' , 


folglich ist 




(3.) 


ISiSa^n = filier ganzen Zahl. 



Diese ganze Zahl wollen wir mit k bezeichnen. 
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Nennt man r^^ den Exponenten, zu denif/J gehört, so kann man 
dieses Resultat so aussprechen; 

Die Summe der Exponenten, zu welchen die Elemente der 
sämmt liehen ^ + 1 Fundamentalsysteme gehören, ist eine ganze 
Zahl. 

n. Wir stellen uns jetzt vor, was den gemachten Voraussetzungen ge- [i? 
mäss erlaubt ist, dass die Exponenten, zu denen die einzelnen Elemente 
eines Fundamentalsystems gehören , so angenommen sind , dass die 
^^ im Punkte a auch nicht mehr Null werden. Alsdann kann man annehmen, 
dass die zu ein und demselben Fundamental Systeme gehörigen 
Exponenten alle von einander verschieden sind. 

Man vertheile nämlich die Elemente eines zum Punkte a. {i = 1,2, ...,(>) 
gehörigen Fundamentalsystems y^ ■, % , ■■■,yi, welchen resp. die Exponenten 
*ViJ *'rfi ■■•) ''fa zuertheilt sind, in Gruppen, derart, dass in jeder Gruppe solche 
Elemente enthalten sind, deren Exponenten sich nur um ganze Zahlen von 
einander unterscheiden oder gleich sind, die Exponenten der Elemente der 
verschiedenen Gruppen aber weder gleich noch um ganze Zahlen von einander 
verschieden sind. — Es mögen y'^\yl , ■-.,?/„ eine solche Gruppe von /^ Ele- 
menten bilden. Der in algebraischem Sinne kleinste Exponent in dieser 
Gii-uppe (wenn sie complex sind, derjenige, dessen reeller Theil in algebraischem 
Sinne der kleinste ist), sei r^,, und man setze in der Differentialgleichung (I.) 
y = {x—a^ ",?(, so muss die Differentialgleichung in 'u, ein Integi'al der Form 

c,f. + c, /; + ■■■ + «,/; 

haben, worin c^, c,^, . . ., c^ Constanten und /"j, /g, . ■ -, /^„ in der Umgebung von 
Oj eindeutige, continuirliche und endliche Functionen sind, derart dass 

wo \^k^,...^k^ von einander verschiedene positive ganze Zahlen sind, und 
1'if 'i'si ■■■1 'i'i ^'•'1' 3; ■:= a. nicht mehr verschwinden. Dieses ergiebt sich daraus, 
dass die Coefficlenteu 6^, einer Reihenentwickelung S.i(^~'*i)"^a' welche einer 
linearen Differentialgleichung genügen soll, sich linear durch eine gewisse 
Anzahl von ihnen ausdrücken lassen. Die Constanten c^, c^, . . ., c^ müssen 

ruckB, mäthsm-Warke. I, 17 
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bei der Bestimiming der Coefiicienten der iteihenentwickelnng willkürlich 
geblieben sein, damit man durch Particnlarisiren derselben die n Functionen 
yl ^y^ ^ ..., yl bestimmen könne, zwischen denen keine lineare homogene 
Relation mit constanten Coefficienten besteht. Denn gesetzt, die Anzahl der 
unabhängigen Constanten c, folgKch auch der Functionen f reducirte, sich 
auf eine Anzahl /, die kleiner ist als n, und man hätte durch Particularisiren 
der Constanten 

{x - ö(}~ '■'■• yf = c„ f^-vc,J^ -{-■■■ + c,j f\ , 



so führte die Elimination der /Grossen f,, f^, ■■-,/; aus diesen «Gleichungen 
auf eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten zwischen 
den Grössen */,', ^j' ,-■■,«/„ ■ 
Es sei daher 

(x-a;)-''<'yf = c,J\^cJ,+ -- + c,J„, 



i8] so darf die Determinante der Grössen c in diesen Gleichungen nicht ver- 
schwinden, weil daraus eine lineare homogene Relation zwischen den Grössen 
yiiVti •■■^y» ™-^^ constanten Coefficienten folgen würde. 
Es ist daher 

ein Fundamentalsystem, da eine lineare homogene Gleichung mit constanten 
Coefficienten zwischen diesen letzteren Grössen eine ähnliche Relation zwischen 
^1 iVl i ■•■1 vL herbeiflihren würde. Hierdurch sind die Glieder der Gruppe 
y\ iVl t ■ ••1 yl dui'ch solche ersetzt, deren Exponenten 

^ii + ^11 ^ii + K< ■ • ■! '''ii + K 
von einander verschieden sind. Da dieselbe Umwandlung für jede Gruppe vor- 
genommen werden kann, so folgt, dass es füi' jeden singulären Punkt ein Funda- 
mentalsystem giebt, dessen Elemente zu verschiedenen Exponenten gehören. 
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Um die Eichtigkeit unserer Behauptung auch für den Punkt oa einzusehen, 
denke man sich in der Differentialgleichung (1.) die Substitution x — — ge- 
macht, worauf der Beweis fiii- den Nullpunkt als singulären Punkt auf die- 
selbe Art zu führen ist, wie es eben für die singulären Punkte a^, a^, ■•■>% 
hen ist. 

in. Es ist 



(4.) 



/ "^ 


2^-.^-. 


d—y';' 
dx— 


+ • 


+ J>.»f 


1 '' 


^-.4i;#-. 


d-'«r 

dx'- + 


+ P.iP 


•'£ d-'£' 


ä'-^£^. 

dx— * 


+?.!/<:' 


die Determinante 








(j--'yf d-—)';' 


y(') 








cfcc™-' da!™"' 










dx'- da:'- 


■ Vi' 


= 


41", 




dx— dx'-' 


■ lä 





lind bezeichnet mit Aj, diejenige Determinante, welche man aus A„ erhält, 
wenn man die a^ Verticalreihe der letzteren durch ■ ^Z- t ~^--> ■•■■< - ^Jm - er- 
setzt, so ergiebt sich 

(5.) io'*^'« = ^T- 

Aus den Gleichungen (2.) folgt die Relation [i9 

(6.) Af = I)et.{B)iAf 

für a — 0, 1, 2, . . . , m, — Da sowohl y'", y'-", ..., y^2 ^^^ auch ?/,'*, ^J', . . . , y''^ ^^^ 
Fundamentalsystem constituiren, darf Det. (5),- nicht verschwinden. Daher sind 
A|^" und A^' zu gleicher Zeit eindeutig oder mehrdeutig, endlich oder unend- 
lich, Null oder von Null verschieden. — Da ferner 
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für '(■ = 1, 2, ..., p in der Umgebung von a. eindeutig, continuriich und endlich 
sein soll, so hat -;j^(^ — «■) '" dieselbe Eigenschaft. Mithin ist 



-2,% + 



in der Umgebung von «, und 

in der Umgebung von a,. eindeutig, endlich und continuirlich. Nach Glei- 
chung (6.) hat daher auch 

-S.-V.-!- """" 

in der Umgebung von a. dieselbe Eigenschaft. Hieraus erglebt sich, dass der 
Ausdruck : 



= i<"(^-«J 



-S«'m + - 



{x~a,) 



-2.'^+- 



. , , (x — a) 



-2.V+- 



für alle endlichen Werthe von x eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Weil ferner »/Jf^^a; '■''^'''' in der Umgebung von oo eindeutig, continuuiich 
und endlich ist, so hat — fV^"^*^^"'' dieselbe Eigenschaft, daher auch 



"Km-i) 



Sii'"^+i,a + ' 



«(«-!) 



^[^'^"x ' ^ und schliesslich auch ^'^'x" 

Daiaus folgt, dass K^ für x = oo unendlich ist höchstens von der Ord- 
nung 



-S.S.n. + fe-i) 



m{m-~l) 



-i + (s,-l) 



»('»-1) 



Es ist aber A^''(a; — «J " ' ^ , (^ = ), 2, . . ., p), für a; = «; gleich 

dem Producte 9/ (<*i)9j^K) ■■■ Tll'('*i)™^l "^ß^' Determinante 

»■■■.('■,■, -l) ••■(•■« -"+2), r„(>-,, -l)...(.-,i-m + 3) i-„, 

•■..(••«-i).--(>-<.->» + 2), •■,..(',,-i).-.(n.,.-'» + B), -.., >■,.„ 
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Ferner sind die Grössen 9 für x = a. von Nnll verschieden, und die 
letztere Determinante ist gleicli der Determinante 



welche bekanntlich von Null verschieden ist, da nicht zwei der Grössen 
*'«! ''n • • M *';«! einander gleich sind. 
Folglieh ist aixch 



Ar(fl;~fO 



-2a% + ' 



«(»t-1) 



und daher anch 



für a; = «; von Null verschieden. 
Ebenso ist 

für i£ = CO gleich dem Producte ± '^^^■^"(co) ^^^'^"{co) . . . <pJ^'''"(co)mal der De- 
terminante 

Es sind wieder die Grössen tp für au = 00 von. Null verschieden, und die 
letztere Determinante gleich der Determinante 



welche von Null verschieden ist, da nicht zwei der Grössen i 
einander gleich sind. 
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Folglich ist ^'^'''"x ' ^ , und daher auch ^'"x 

für a; = oo von Null verschieden. 

Aus der Gleichung (5.) ergiebt sich (vergL No. -2) 

wo C eine nicht verschwindende Constante ist. Damit 






in der Umgebung von a. endlich, eindeutig, continuirlich und von Kuli ver- 
schieden sei, muss 

\im{x — ai).p, für a; = O; 

einen endlichen Werth haben, und es muss das Residuum 
r (^-'^;)Pi _ V r - '"("^~ ^) 

2i] sein. — Damit ferner e ' .x ' in der Umgebung von oq 

eindeutig, endlich, continuirlich und von Null verschieden sei, darf 

lim(a:.p,) für x = c<i 
nicht unendlich sein. Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit iJ, so hat man 

so dass 

('.) l ((!',)) - g = 7i - (? ^ 1) ^^-Ä, 

wenn man mit £,{{pj) den Integralrest von 2\ bezeichnet. 

Da aber p^ der Voraussetzung gemäss in der ganzen Ebene eindeutig und 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unendlich ist, da wir femer jetzt 
gefunden haben, dass es in diesen Punkten von einer endlichen Ordnung 
unendlich und ftir ic = oo nicht unendlich ist, so ist |)^ bekanntlich eine ratio- 
nale Function von x. 

Die Bedingung, dass lim (xp^) für ic = co nicht unendlich sei, erfordert, 
dass der Grad des Nenners von p, mindestens um eine Einheit höher ist als 
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der des Zählers; in Folge dessen ist aber bekanntlich 
so dass sich aus der Gleichung (7.) ergiebt 

(8.) u ^ (,-^)a^'f^. 

Daher ist K^ eine Constante, und zwar ist diese Constante von Null 
verschieden, weil AJ^" nicht verschwinden darf, wenn 1/^ , p^ , - - ., y^ ein Funda- 
mentalsystem conatitiüien sollen. 

IV. Auf ähnliche Weise findet man, dass der Ausdruck 

wo 6 jede der Zahlen 1, 2, ..., m bedeutet, für jedes endliche x eindeutig, con- 



2.» 



zH. 



tinuirlich und endlich ist. — Da ferner A^" .x ' in der Um- 

gebung von CO eindeutig, endlich und continuiiiich ist, so folgt, dass der 
Ausdruck K^ eine ganze Function höchstens vom Grade 

_/, + (p_l)i 
ist. 

Bezeichnet man daher mit F^{x) eine ganze Function von x höchstens 
vom Grade s, so folgt mit Hülfe der Gleichung (5.): 

für b = ], 2, ..., m. 

Die Differentialgleichimg (1.) muss daher, um den in der 
Aufgabe gestellten Forderungen zu genügen, die folgende Form 
haben: 

wo 

^ ^ {x-a,)(^c~a,)...{x-a,) 
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V, Setzen wii- 

für a = 1, 2, . .., w, so lässt sich die Differentialgleichung (10.) folgendermasseit 
sctu'eihen: 

dx'"' x~a^ dx'" ' (x — Uff dx'" ^ {x — a^Y 



so verwandelt sich diese Differentialgleichung in die folgende: 



(12.) 



d"*» _ Tl,{x) d"'-'u T'f^jx) d^'-'u J^„.(a:) 



dx'" x — üi dx'""' {^ — o,if dx'""^ (x — a^y 

wenn man zur Abkürzung setzt; 



F'U^) ■■ 



-m(m-l)...im 



-^^^^%^^^^-"-^>-(-l)...(-« + 2)P.W 



+ 1.2. ..(a-2) H'-V---i^-a + ö)J:',,{x) 

ir{r-l)...(r-a + i)P;^(x) + --- + Fi^(x) 



.(a-2) 
(m-3){m-i)...(m-a+-i) 
1.2...(a-3) 

für a = i, 2, ..., m. 

Bedeutet ;■ eine der Zahlen r^.^ r^.^, ..., r.^, so soll der Annahme nach der 
Differentialgleichung (12.) durch eine in der Umgehung von a. convergente 
Reihe 

genügt werden, wo c^ von Null verschieden ist. Setzt man diese Eeihe fiir 
li in die Differentialgleichung ein, so ergiebt der Coefficient von {x — a.)~^ die 
Gleichung : 

p;^(c(;).c„ = 0. 

Da aber c^ von Nixll verschieden ist, so muss P,'„j('*i) = ö sein. Hieraus 
ergiebt sich, dass die Zahlen r.,, r.^, ..., r^ die Wurzeln der Gleichung 
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P'.^Xa) = 0, oder 

1 -r{r-i)...(:r-m + 3)l\,(a,) ?-P;,.,_i(a;) "P,-«{«,) = 

sind. Hieraus ergiebt sich, dass nicht zwei Wurzeln dieser Gleichung ein- 
ander gleich sein dürfen. 

Sezt man ^ = — , so findet man ohne Mühe, dass die Differentialgleichung 
(10.) in 

^^^■> -dr - ~t- -w^ + "t- Tt'"^ "^ "■■ ^-f^y 

übergeht, wo die Grössen ^^{t),^^{t), ...,<^^ß) rationale Functionen von t 
sind, die f iii- i = (i endlich bleiben. Es ergiebt sich alsdann, dass die Zahlen 
'"o-i-. .' '"fl+isi ■■■) '"o+i™ "^i® Wurzeln der Gleichung 

1 -»•{»•-l)...(j--sra+3)O,(0) »■^™^i(0)-*^(0) = 

sind, und dass daher nicht zwei Wurzeln dieser Gleichung einander gleich 
sein dürfen. 

Faest man alles Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich das Resultat: 
Soll eine lineare Differentialgleichung den am Anfange dieser 
Nummer gestellten Anforderungen genügen, so muss sie die Form 
der Differentialgleichung (JO.) annehmen, und die aus derselben 
abgeleiteten Gleichungen (13.) und (15.) dürfen nicht zwei gleiche 
Wurzeln haben. 

Es ist jetzt unsere Aufgabe, umgekehrt nachzuweisen, dass der Differential- 
gleichung (10.), unter der Bedingung, dass die Gleichungen (13.) und (1.5.) 
nur ungleiche Wurzeln haben, für jeden singulären Punkt a^ ein Fundamental- 
system zukommt, dessen sämmtliche Elemente, jedes mit einer Potenz von 
x~a^ multiplicirt , in der Umgebung dieses Punktes endlich, eindeutig und 
continuirlich werden, und dass fili" den Punkt co ein Fundamentalsystem 
existii't, dessen sämmtliche Elemente, jedes mit einer Potenz von x multiplicirt, 
in der Umgebung von co dieselbe Eigenschaft haben. Dieses soll in der fol- 
genden Nummer geschehen. 

PooiiB, matlisra. Werke, I, 18 
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Wir gehen von der DifFerentialgleicliung : 

'■ ' dx' x-a, dx-" '^ {x-a,y dx— {x-tt,)-" 

ans, wo i eine der Zahlen 1, 2, ..., 9 bedeutet. Die Wurzeln der Gleichung 
j >-{f-l)...(i'-)i>+l)-»-(r-l)...(i--m+2)P„(a,) 

i _r(,._l)...(,_,„ + 3)P„(,0 >-P,„-,(o,)-P„.(«,) = 

denken wir uns so geordnet, dass der reelle Theil jeder folgenden m alge- 
braischem Sinne nicht grösser sei als der irgend einer vorhergehenden, und 
sie seien in dieser Reihenfolge J",.^, ';.,, ■ ■■!*',■,„■ 
Setzt man nun 

y = {x — a^ "i(, 

so geht die Differentialgleichung (] .) über in 



.4] (3.) 



Q,M ^'""^^ , QiÄ(^) 'i""'» , ■ Qi^i'«) 



wo die Grössen QiJ^x) aus den Grössen P,^ic) der Differentialgleichung (12.) 
der vorigen Nummer erhalten werden, wenn man in den Ausdrücken der 
letzteren r^^ statt r setzt, wodurch der constante Theil von P'i^{x) verschwindet. 
Wir formen nunmehr die Differentialgleichung (3.) um in: 

-Q.M-(x~u,)' -^^ «,,..-,(«.) 4J 



wo zur Abkürzung 
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Versucht man dieser Differentialgleicliung durch eine Reihe 

u = '^aCalx — ai)" 

zu genügen, so findet man für jeden positiven ganzzahligen Werth von k: 

l [(Ic+l)k(k-l)...{k-m + 2)-Q,^{o.)(7c-\-l)k(k-l)...(k-m + 3) 
(5.) - Qi. («;) {Ic+l)?c(Jc~i)...(k- m +4) Ö, ,„_. (ß,) {k + 1)] c,^, 

worin die Grössen A sieh aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen 
der Functionen Qf,(3^), Q^, (*),..., Qj^{«) nach Potenzen von x — a. und aus 
numerischen Grössen durch die blossen Operationen der Addition und Multi- 
plication zusammensetzen. 
Die Gleichung 

1 iv(iD — l)...{iv — m + 2)~ öi, («,) IV (tv—l)...{w — m + 3) 
1 -Q.^(a,)w{w-l)...iio-m + i) (3,,..,(«,) = 

hat, wie ohne Mühe gefunden wird, die Wurzeln 

(7.) »V^-n-i-l, äV,-'V.-i, 'Vi - »Vi - 1 , •■■, »"m-^-i-l. 

Keine dieser Gi^össen kann wegen der über die Reihenfolge der Wurzeln 
^)i' ''ij' ■ ■ ■' '"wi gemachten Voraussetzung einer positiven ganzen Zahl oder der 
Null gleich sein. Demnach bleibt für jeden positiven ganzzahligen Werth [35 
von Ic und für fc = der Coefficient von Cj^^ der Gleichung (5.) von Null 
verschieden. Daher lassen sich mit Hülfe dieser Gleichung sammtliche Coeffi- 
cienten c unter der Form darstellen; 

(8.) c„ = \c, 

für alle positiven ganzzahligen Werthe von 0. 

Es seien die Maxima der Moduln der Functionen 

QIM> QiM, ■■■. aU-,{a=), ö»(cc) 
in der Umgebung von a resp. M^, M^, . .., M^^^, M^^, so ist bekanntlich für 



Hosted by 



Google 



140 ZUR THEORIE DER EINEAREN DIFEERENTEiLGEEICHUNGEN. 

jeden ganzzahligen positiven Werth von : 

M, 



V (is!- L r' 






mod — T-^r^^ <: 1.2.3 .,.a—„^, 

wo )■ die Entfexnung des Punktes a. vom nächsten singulären Punkte und 
(/'(^))(i ^^^ Wertli von f(x) für x = a^ bezeiclinet. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung: 






2- + ■■■ + >'»- 



■ — ^^^—-ix—aiP '■- . ,„_! H ^^ (a: — ö;)™ -r-^ 

■3.f„,_, _ (?ji 

a: — ffl; ^ '' dx 
r 

'^'^ 3'n I's; ■ ■ ■) y,»-! beliebige positive Grössen sind, jedoch der Beschränkung 
unterworfen, dass die Gleichung 

(11.) y^iv{tc-t)...{w--m + Z) + y,w{iv-l)...(:tv-m + 4:)+--- + y^,^, = 

weder eine ganze positive ^ahl noch die Null zur Wurzel habe. — Versucht 
man auch der Differentialgleichung (10.) durch eine Ueihe 

zu genügen, so ergiebt sich für jedes ganzzahlige h die Relation 

26] wo die Grössen B sich ebenso aus den Coefficienten der Reihenentwicke- 
lungen der Functionen - — ^^^- , ■ -■ 7 ^ — ,..., - ■ '' "^ ■ nach Potenzen von 
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x — a^ und aus numerischen Grössen zusammensetzen, wie sich die Grössen A 
der Gleichung (5.) aus den entsprechenden Ooefficienten der Eeihenentwicke- 
lungen von Qf,(x), Q;,(«), ■■-, QiS^) ^""^ '^"^ denselben numerischen Grössen 
zusammensetzen. Da die Grössen B sämmtlich positiv sind, so folgt aus den 
Ungleichheiten (9.), dass 

(13.) ^^„>mod^i„ 

für a= 0, 1, ...,ft. 

Es giebt stets eine endhche Grenze für k,k = t, derart, dass für h^t 

*^ '^1 >yJc(Ic-l)...Qc-m-\-^) + yJca-l)...{k-7n + i) + -'--i-y„,_,. 

Da nun nach Gleichung (12.) sich jedes d unter der Form 
(15.) ä„ = %d„ 

darstellen lässt, wo ^^ eine positive Zahl ist, so sind alle Grossen d positiv, 
wenn man d^ positiv annimmt. — Aus den Ungleichheiten (13.) und (] 4.) in 
Verbindung mit den Gleichungen (5.) und (12.) würde für jeden ganzzahligen 
Werth von k folgen 

(16.) (?j>raodCj, 

wenn dieses für k^t statt^nde. 

Nun sei unter den Moduln der Grössen 

1, 9t„ 9t„ ..., % 

Ä der grösste, und unter den Grössen 



B die kleinste, und c^ so gewählt, dass 

(17.) Amo&c,<:Ba,. 

Da die Grössen d^, B und A von Null verschieden sind, so ist diese 
Ungleichheit immer erfüllbar und liefert für c^ von Null verschiedene Werthe. 
Alsdann ist für k^t, folglich für jedes k 

d > mod Cj. 
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AVenn daher die Keihe 
convei'gii't, so convergirt um so mehr die Reihe 

wenn man über c^ gemäss der Ungleichheit (17.) disponirt. 
27] Multiplicirt man die Gleichung (1,0.) mit 1 — --^^ und substituirt aUdann 
die Reihe für v, so ergiebt sich für jeden ganzzahligen Werth von k 
I [{Ji+l)k(I;-l)...ik-m + d)y^ + (k + l)k{k-l)...ik~m + 4:)y^ + --. 

(IS.) ( = [/,(/._ 1).,. (/,_,„ _^ 2) (■^ + if,) + 7<;(Ä:- l)...(S;-j« + 3) (-^+Jllf,) + -. . 



Daher ist 
und 



lim 



im ^ (für k = 



Die Keihe für v ist daher convergent für alle Werttie von x, für welche 

Da y^ und r von Null verschiedene positive Grrössen sind, so findet 
die Convergenz innerhalb eines endlichen, um den Punkt «^ beschriebenen 
Kreises statt. 

Daraus folgt, dass die Reihe 

innerhalb desselben Ki-eises convergirt. Es giebt daher eine innerhalb dieses 
Kreises und folglich nach No. 1 iu der ganzen Umgebung von a ein- 
deutige, endliche und continuirliclie und in a^ von Null verschiedene Function 
u, welche der Differentialgleichung (3.) genügt. 
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Hiernach giebt es also ein particuläTea Integi-al der Differentialgleichung 
(1.), ?/.,, welches mit (x — a^) " multiplicirt in der Umgebung von ö^. eindeutig, 
endlich und continuirlich nnd in «,. von Null verschieden ist. 
Setzt man jetzt 

(19.) p = Viif^^^, 

so erhält man für s eine lineare Differentialgleichung m — l^"' Ordnung der 
Form : 

^ '' dx""' a; — «; dx'" ' (x — a^y dx^" ^ (a; — «,■)*""' ' 

worin die Coefficienten G;X^), G.^(x), ..., G^^^_^{x) Functionen sind, welche 
innerhalb eines endlichen den Punkt a^ umgebenden Kreises S eindeutig, 
endlich und continuirlich sind. 

Die Wurzeln der Gleichung: 

( r'(r'-l)...{r'~m + 2)-r'(r'-i)...{r'-m+S)G.,(af) [as 

^^^■' \ _ ,-'(r'- 1) . . . (/- m + 4) G,, («,) r'G,,,,^,{a,) - (^,.„... (a,) = 

sind, wie leicht zu zeigen, 

(20.) r^^ — r^j — l, r,., — »■,■, — 1, )•,., — *■;, — !, ..., »■,-,„— *Vi~-l- 

Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von 'Vi ^,-37 • ■ ., 'Vm g^niachten Voraussetzung, in der Reihenfolge 
(20.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraischem 
Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 

Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der Function 
^^^, die zu dem Exponenten r.^ gehört, ergründet ■svurde, die Existenz einer 
Function s^ nach, welche mit (x — a.) '^ " multipUcirt innerhalb des 
Kieises S eindeutig, continuirlich und endlich und in a^ von Null ver- 
schieden wird. Da r^^ — r.^ der Voraussetzung nach von Null verschieden ist, 
so ergiebt die Gleichung (19.), wenn man 0^ für setzt, ein Integral der 
Differentialgleichung (1.), welches mit [x—a^) " multiplicirt innerhalb des 
Kreises S eindeutig, continuirlich und endlich und in a. von Null verschieden 
ist. Daraus folgt nach No. 1, dass es ein particuläres Integral y.^ giebt, welches 
mit (x — aj '^ multiplicirt in der ganzen Umgebung von a^ eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a. von Null verschieden ist. 
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Man setze nunraelir 

(21.) s ^ sjt&x, 

so erhält man für t eine lineare Düferentialgleichung wt — 2'" Ordnnng der Form: 
d"'-n ^ Q'i^x) d^'-H G',,{x) ä'"-H <?;,„,_,(a:) 

worin die Coefficienten <?,',(a!), Q\^{x)^ ..., ^^^^(a;) Panctionen sind, welche 
innerhalb eines endlichen den Punkt a^ umgebenden Kreises S" eindeutig, 
endlich und continuirlich sind. 
Die Wurzeln der Gleichung : 
(-2bl i '■"('■"-l)---('-"-™+3)-'-"(^"-l)...C'-"-»* + 4}G^;,(«>) 

( -f"(r"-l)...(»-"-»M + 5)a;,(öJ »•"(?;,„.-,(«,■)-(?;,,„-=(«*) = "^ 

sind, wie leicht zu zeigen, 

(22.) r,.j-r,.,-l, )r^-r,-,-l, ..., r^^-r^j-l. 

Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von »■(,, ?';ä, ---i*',™ gemachten Voraussetzung, in der Reihenfolge 
(22.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folg'enden in algebraischem 
Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 

Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der Functionen 
y^ und s^ ergründet wurde, die Existenz einer Function t^ nach, welche mit 
(a; — ö.) ' " multiplicirt innerhalb des Kreises S" eindeutig, continuirlich 
39] und endlich und in a^ von Null verschieden wird. Da J"^ — »\^ der Vor- 
aussetzung nach von Null verschieden ist, so ergiebt die Gleichung (21.) ein 
particuläres Integral der Differentialgleichung (ta.) 
s, = sjtjx, 

welches mit {x — a) '" *' multiplicirt dieselbe Eigenschaft hat. — Da 
ferner r^ — i\^ von Null verschieden ist, so ergiebt die Gleichung (19.), wenn 
man s.^ für z setzt, ein Integral der Differentialgleichung (l.), welches mit 
{x — a^)~ '" multiplicirt dieselbe Eigenschaft hat. Daraus folgt nach No. 1, 
dass es ein particuläres Integral y^^ giebt, welches mit {x — a^ " multiplicirt 
in der ganzen Umgebung von a^ eindeutig, continuirlich und endlich, und 
in (7, von Null verschieden wird. 
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Fährt man so fort, so findet man, dass es zu jeder Wurzel der Gleichung 
(2.) r.^ ein zugehöriges pai-ticulares Integi'al y^^ giebt, welches mit {s; — a^) " 
multiplicirt in der Umgehung von «^ eindeutig, continuirlich und endlich und 
in a^ von Null verschieden wird. 

Nach dem Satze am Schlüsse der No. 2 bilden die Integrale y.^, y^^, ..,, y^^ 
ein Fundamentalsystem, und es ist hiermit der am Schlüsse der vorigen Num- 
mer geforderte Beweis geliefert. 

6. 
I. Die Differentialgleichung, welcher die durch die GAUsssclie Eeihe 
F{a,ß,y,x) darstellbaren Tunctionen genügen, gehört zu der in den beiden 
vorhergehenden Nummern behandelten Klasse von Differentialgleichungen. Sie 
wird nämlich in der allgemeinsten Form aus der Differentialgleichung (10.) 
in No. 4 erhalten, wenn man m = 2 und die Anzahl der singulären Punkte q 
gleich 2 annimmt, so dass sie die Gestalt hat: 

wo F {x) und FJ^x) resp. ganze Functionen ersten und zweiten Grades von 
X sind. 

Um die specielle Form derselben, wie sie Kiemänn in der oben erwähnten 
Abhandlung (S. 19^)) gegeben hat, zu erhalten, sei 
a^ — 0, CT, = 1. 
Setzt man 

Fyix) = f^ + fiX; F^(x) = ö„ + 9,x-\-giX'', 

so sind die Gleichungen, wodurch die Exponenten der zu den Punkten 0, 1, oo 
gehörigen Fundamentalsysteme bestimmt werden, resp. 

(a) r{r-l)^Ur-g, = 

(b) K'-i)-(^»+/'.)'--(^o+^=+^J - 

(c) r(»— l) + (2+fJ.-i,, = 0. 

Bestimmt man die Constanten f^^ f^, g^, g^, g^ dadurch, dass man die 
"Wurzeln der Gleichung (a) gleich cc und «', der Gleichung (b) gleich und y', 
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der Gleichung (c) gleich ß und ß' annimmt, wo 

a + c;'+(3 + (3'+j'' = 1, 
so gellt die DifFerentialgleicliung (1.) über in: 

■welches die EiEMANNSche Form ist. 

II. Die Differentialgleichung (10.) in No. 4 enthält ausser den die Lage 
der singulären Punkte bestimmenden Constanten a^, «,, --.,«„ ira Allgemeinen 
noch ""'"^j-^)^ ^ m(M- ) QQQgtanten, nämlich die Coefficienten der ganzen 
Functionen F^_Xx), F^^^_^^{x), ..., F^^^_J^x). Zu jedem singulären Punkte ge- 
hören m Exponenten (die den Elementen des bezüglichen Fundamentalsystems 
zuertheilt sind), also zu allen singulären Punkten (den Punkt oo mitgerechnet) 
wi(9 + l) Exponenten. Von den letzteren sind nur m(p + l) — 1 willkürlich, da 
die Summe aller (nach No. 4) einer bestimmten ganzen Zahl gleich ist. — 
Die Anzahl der willkürlichen Exponenten ist der Anzahl der Constanten der 
Differentialgleichung gleich, wenn 



m(m + l)p in{m-l) 
2 2 

oder 

(3.) P = l + 7 

so dasa entweder 

oder 



: jk(p + 1)~i, 



1 und p : 

2 und p : 



Hieraus folgt: 

Erstens. Sind die Exponenten der Elemente der zu den ein- 
zelnen singulären Punkten gehörigen Fundamentalsysteme ge- 
geben, so sind die Constanten der Differentialgleichung, welcher 
die durch die GAuss'sche Reihe darstellbaren Functionen ge- 
nügen, folglich atich abgesehen von constanten Facto ren die 
Elemente der Fundamentalsysteme selbst, vollständig bestimmt. 
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Dieser Satz stimmt im Wesentlichen mit dem von Riemank in der ange- 
führten Abhandlung No. IV, S. llsqq. ^) gegebenen überein, welcher dort auf 
andere Weise hergeleitet ist. 

Es folgt aus der Gleichung (3.) 

Zweitens. Den Fall einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit 3 singulären Punkten abgerechnet, ist die 
Differentialgleichung {!.), welcher die durch die GAuss'sche 
Reihe darstellbaren Functionen genügen, die einzige aus der 
Klasse der durch die Gleichung (10.) in No. 4 repräsentirten 
Differentialgleichungen, welcher diese Eigenschaft zukommt. 

III. Nimmt man in der Differentialgleichung (10.) in No. 4^ = 1 an, so 
reduciren sich sämmtliche Functionen F (x), ^^^„„„(a:^), ..., F'^„^o.^X^) auf Con- 
stanten, und man erhält eine Differentialgleichung der Gestalt 

(4) ^'JL= f' J!^ + — ^-^ ''""''' +... + — & „ 

^ ' dx'" x — a^ äx'" ' {x — a^y dx"' ^ {x—aj' 

wo fjfji--')/^ Constanten sind. — Die Exponenten der Elemente des zu [31 
dem Punkte a^ gehörigen Fundamentalsystems j\, r^, . . ., r^^ sind die m Wurzeln 
der Gleichung 

^'"'^ 1 -/,r(»--l)...(r-)w+3) /; = 0. 

Setzt man y ^= {x—a^'^ .u, so erhält man eine Differentialgleichung für 
M, in welcher der Coefficient von u verschwindet, welcher also durch u = Const. 
genügt wii'd; daraus folgt, dass die Functionen 

{x-<Q'\{x--aS'- {x-aS- 

selbst das Fundamentalsystem constituiren, so dass das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (4.), wie bekannt, 

wird, wo Cj, c^, ..., c,„ Constanten sind. (Vergl. Cauchy, Exerclces de ma- 
thömatiqiies, vol. I, pag. 20]). 

1) Eiomäiina Wetta (1S92), S. 74 ff. Soh. 



Hosledby Google 



14d XUR THEORIE DER LmEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Die linearen Differentialgleichungen mit algebraisclicn Coefficienten, denen 
algebraische Integrale genügen, sind entweder der Art, daas ihnen auch 
nicht algebraische Integrale genügen, oder derart dass sie nur algebraische 
Integrale zulassen. Der zweite Fall tritt ein, wenn es ein Fundamentalsysteni 
giebt, dessen Elemente algebraische Functionen sind. 

Es ist von Interesse, dass die letztere Art zu der Klasse von Differential- 
gleichungen gehört, welche durch die Gleichung (10.) in No. 4 characterisirt sind. 

Es sei -fi Wurzel einer Gleichung 

(1.) r,'' + a^r;-' + a^r^''-' + --- + (c„ = 0, 

WO «j, «3, ..., K„ rationale Functionen, von x sind, welche der Differential- 
gleichung 

genügt, deren Coefficienten p^^^p^, ■■■ip„^ ebenfalls rationale Functionen von x 
sind; so gehören diejenigen Punkte, für welche eine Verzweigimg oder ein 
Unendlichwerden von -/j stattfindet, offenbar zu den singulären Punkten 
öj, a^, ■■■,a der Differentialgleichung (2.). 

In der Umgebung von a^ ist daher bekanntlich 

(3.) .1 = ±.c,ix-a,r''^, 

wenn [i die Anzahl der Elemente desjenigen Cyclus der Wurzeln der Gleichung 
(1.) bedeutet, zu dem v] gehört, und v eine positive ganze Zahl oder Null ist, 
je nachdem irj im Punkte a. unendlich oder endlich ist. (Vergl. Puiseux in 
LiouviLULs Journal de mathematiques, T. XV und XVI.) 
Dieser Gleichung geben wir die Form: 

(4.) 7] = (x-a.y .^^ + (x-af^'^ .■f, + (x-a^*^ .'?, + .- + (x-af^'^^^ .ff,_„ 

32\ wo =poj 'fi) ■■•) ?,,-, iii der Umgebung von a^ eindeutige, endliche und con- 

tinuirliche Functionen sind. Ich behaupte nun, 

dass jedes Glied (x-a^) ''.cp^ für sich ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung (2.) ist. 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER LÖEAREN DIFEEREKTIALGLErCHUXGEN. 



149 



Das Kesultat der Substitution von (x — a^) '" ■ <f „ an die Stelle von y in 
die linke Seite der Diiferentialgleichnng (2.) hat die Gestalt (i^— «;)'' 4'o; wo 
'^^ eine in der Umgebung von a^ eindeutige Function von x bedeutet. Man 
hat daher 

(5.) {x-a,y.'!^,+ (x-a,f.-!f, + (x-a,f.-'^,+ --- + {x-a,)~.%_, = 0. 

Da diese Gleichung für jeden Werth von x identisch erfüllt sein muss, 
80 leitet man daraus durch ft — 1 malige Umkreisung des Punktes a. folgendes 
System von ji Gleichungen ab : 



(6.) 



(»^ -»,)"•!'.+ (2i-«.r-'f,+ 


{x-ii,f.'i,+ - + 


(x-o,) ' .4,_, = 0, 


(.i-ii,)H.+ <i{i:-~a,f./,,+ 


«■(a;-o,f.fc + - + 


«''-•(x-a,y~.%_, = 


(,1-11,)"')..+ «'(«-»()"■+.+ 


ß*(3:-«J^.'j;j+--- + 


k"'- '(a!-0|)'^.>>,_, = 


(«-<.,)• 4..+ o'-(a;-«,.f.t,+ 


x"'^"(x-a,)'.^,+ - + fx' 


~"'''-"{x~(fip^.y]^^_^ = 


man mit « eine primitive 


VVureel der Gleichung 


a;" = 1 bezeichnet. 



Da die Determinante 



bekanntlich nicht verschwindet, so muss 



(7.) 



(^ -«,}.". -f. 



: 



sein, für a = 0,1, 2, ...,fi— 1, d. h. es muss (x—a^) ■" .tp„ für a = 0, 1, 2, . . ., jt— l 
ein Integi'al der Differentialgleichung (2.) sein. 

Es werde nunmehr vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung (2.) nur 
algebraische Integrale zulasse. Ist alsdann \i\^---,'1^ irgend ein Funda- 
mentalsystem, so hat man in der Umgebung von a, 



8.) 



In = 



H~ 



S.«... 
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für ti = 1, 2, .. ., M, wenn man 

33] , r""^^ 

setzt, wo (ty und v^ positive ganze Zahlen sind, wovon jedoch die letztere auch 
Null sein kann, und 9^^ eine in der Umgebung von a. eindeutige, continuir- 
liche und endliche Function bedeutet (s. Gleichung (4.)). 

Die Anzahl der verschiedenen Grössen u, dm-ch welche die Grössen -q 
ausgedrückt werden, darf nicht kleiner als m sein. Denn sonst wüi'de die 
Elimination derselben aus den m Gleichungen: 

% = '"f.'»,,., 



die sich aus der Gleichung (8.) ergeben, eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coefiioienten zwischen fl^i f},, ■••,'']^ eingeben; dieses wider- 
spräche aber dem Character des letzteren Systems von Functionen als eines 
Fundamentalsystems. — Da aber die Grössen u, nach dem Obigen, Integrale 
der Differentialgleichung (2.) sind, und sich daher als homogene lineare Func- 
tionen der Grössen ■/) mit constanten Coefficienten darstellen lassen, so drücken, 
sich alle Grössen u als lineare homogene Functionen mit constanten Coeffi- 
cienten von m unter ihnen aus. Die letzteren m Grössen u müssen so aus- 
gewählt werden können, dass zwischen denselben keine lineare homogene Re- 
lation mit constanten Coefficienten stattfindet. Denn sonst würde die Anzahl 
der verschiedenen u, wodurch sich die Grössen ■»] ausdrücken lassen, unter m 
herabsinken, ivas schon als unmöglich erkannt worden. 

Hiermit ist bewiesen, dass m der Grössen u ein Fundamentalsystem con- 
stituiren; die Elemente desselben werden mit Potenzen von x — a multiplicirfc 
in der Umgebung von a. eindeutig, continuirlich und endlich. 

Da dieses für alle Punkte a^, a^, ..., a gilt, und dasselbe für den Punkt 
00 stattfindet, wie sich ergiebt, wenn man — statt x in die Differential- 
gleichung (2.) setzt, so erhält man den Satz: 
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Die linearen Differentialgleichungen mit algebraischen Co- 
efficienten, welchen nur durch algebraische Integrale genügt 
werden kann, gehören zu der Klasse der durch die Gleichung 
(10.) in No. 4 repräsentirten Differentialgleichungen. 

Da eine algebraische Function die Eigenschaft hat, nach einer endlichen 
Anzahl von Umläufen um einen singulären Punkt den ursprünglichen Werth 
wieder anzunehmen, so folgt: 

In diesem Falle sind auch alle Wurzeln der Gleichungen (13.) 
und (15.) in No. 4, oder die Exponenten, zu denen die einzelnen 
Elemente der auf alle singulären Punkte und den Punkt co be- 
züglichen Fundaraentalsysteme gehören, rationale Zahlen. 

Daraus folgt aber noch nicht umgekehrt, dass eine Differentialgleichung [34 
der Form (10.) in No, 4, unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen (13.) 
und (15.) derselben Nummer rationale Zahlen sind, auch immer nur alge- 
braische Integrale hat. — Denn wenn auch in jedem Verzweigungspunkte 
eines Integiuls nur eine endliche Anzahl von Zweigen zusammenhangen, so 
können dennoch durch die unendliche Anzahl von Combinationen der Umläufe 
um die singulären Punkte unzähhg viele Zweige hervorgebracht werden. — 
Es bleibt vielmehr noch die Untersuchung übiig, unter welchen Bedingungen 
die Anzahl dieser Zweige für jedes Integral endlich ist, wodurch erst dem 
wesentlichen Erforderniss einer algebraischen Function, in jedem Punkte nur 
eine endliche Anzahl von Werthen zu haben, genügt würde. 

Sind aber für jeden singulären Punkt die Wui'zeln der Gleichung (13.) 
reale ganze Zahlen, so sind die Elemente aller Fundamentalsysteme und folg- 
lich jedes Integral in der ganzen Ebene eindeutig, nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten, in jedem von endlicher Ordnung unendlich, daher sind 
alle Integrale rationale Functionen von x. — Dieser besondere Fall ergiebt 
daher den folgenden Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
eine lineare Differentialgleichung nur rationale Integrale habe, 
bestehen darin, dass sie die Form der Differentialgleichung (10.) 
in No. 4 habe, und dass für jeden singulären Punkt die Wurzeln 
der Gleichung (13.) derselben Nummer reale ganze Zahlen sind. 

Da die Voraussetzung, dass die 9 Gleichungen, welche sich aus der 
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Gleichung (13.) in No. 4 fdr ^ = I,2,...,p ergeben, reale ganzzahlige Wurzeln 
haben, schon den Umstand zur Folge hat, dass die Integrale der Differential- 
gleichung (2.) in der ganzen Ebene eindeutig sind, so ergiebt sich, dass in 
diesem Falle auch die Gleichung (15.) derselben Nummer reale, ganzzahlige 
Wurzeln hat, wodurch ein interessanter Zusammenhang zwischen diesen alge- 
braischen Gleichungen festgestellt wird. 

8. 

Ks sei mir erlaubt, diese Arbeit mit einer Bemerkung über die Form 
der Integrale einer beliebigen linearen Diiferentialgleichung m^' (Ordnung, 
deren Coefficienten den in No. 1 angegebenen Bedingungen genügen, zu be- 
schliessen. 

Das Verhalten der Integrale einer linearen Differentialgleichung ist durch 
das Verhalten der Fundamentalsysteme bedingt. In Bezug auf diese lässt 
sich nun aus dem in No, 3 gegebenen Satze folgender Satz ableiten: 

Es sei «. irgend ein singularer Punkt, so lässt sich ein Funda- 
mentalsystem y^^, »/^j, ...,y.^^^ bestimmen, welches folgende Form, hat; 

Vii = %i +9a2 log(^-«i), 

Vh = ¥31 +93« ios('^-a>) + %3 (log(a:-«i))S 



Vim = ?„„ + 9«log(«-ö.) + T™3(%(2:-aJ)' + .---i-fp„™(log(a;-ß^))™ S 

35] wo die Grössen 9 Functionen von x von der Beschaffenheit 
sind, dass diejenigen, welche denselben ersten Index haben, mit 
derselben Potenn von x — a^ multiplicirt in der Umgebung von a. 
eindeutig werden. 

Wir wollen von einem solchen Systeme sagen, dass es zum singulären 
Punkte a gehört. 

In No. 3 haben wir gezeigt, dass es ein Fundamentalsystem der Differential- 
gleichung 

giebt, wovon ein Element mit einer Potenz von x — a. multiplicirt in der Um- 
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gebung von a^ eindeutig wird; dadurch ist die Form von y^^ gerechtfertigt. — 
Setzt man in die DifFerentialgleichug (1.) 

{3.) y = y^Judx, 

so erhält man für u eine lineare Differentialgleichung m— l'*' Ordnung 

(3.) ^5S=r = S,l^ + - + 9.-,.., 

deren Coefficienten ganze Functionen der Grössen p und der Grössen 

sind. Diese Diiferentialgleichung hat daher in der Umgebung von a^ ausser 
diesem letzteren Punkte noch diejenigen, in denen p^^ verschwindet, als singu- 
lare Punkte. Derselben genügen aber die m — l Integi'ale 

' ^^\?/iJ' ' dxXijiJ' ■■■' "^ ' dx\y^J' 

wenn y^^, y^.^, ..., y,-^, Integi-ale der Differentialgleichung (1.) sind, die mit »/,^ zu- 
sammen ein Fundamentalsystem constituiren. Zwischen den Grössen u^, m^, , . ., u^_^ 
findet keine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten statt. Denn 
aus dieser Relation würde durch Integration eine ähnliche für t/n, ?/i^T ■ ■ ■ , ^^^ 
folgen. Daher constituiren die Grössen u^, u^, . - . , «(,„, ein Fundamentalsystem 
der Differentialgleichung (3.); und es ist unter den in der Umgebung von a 
liegenden singulären Punkten der Differentialgleichung (3.) a der einzige, für 
den eine Verzweigung der Integi'ale derselben stattfinden kann. Umschliesst 
man den Punkt a. mit einer beliebig kleinen, aber endlichen Curve, so ist 
in dem übrigen Theile F der Umgebung von a, die Anzahl der Punkte, für 
welche y^^ verschwindet, endlich. Denn es sei ]\^ der Exponent, für den 
(x — a.) ".«/,., = y,', in der Umgebung von a^ eindeutig wird, so ist i/!, inner- 
halb F endlich, eindeutig und continuirlich, Ist diese Function auf der Be- 
grenzung von F nirgends Null, so ist ■ — -^fdlogyl^, auf diese Begrenzung 
erstreckt, endlich. Ist aber in einzelnen Punkten dieser Begrenzung y'^^ Null, 
so kann dieses, da y'^^ nicht identisch verschwindet, nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten geschehen. Alsdann kann man aber durch eine beliebig 
Meine Verschiebung dieser Begrenzung eine Fläche F' herstellen, auf deren 

FuohB, mttUisin. Werke, I, 20 



Hosledby Google 



154 ZUR THEOEIE DER LINEÄSEW ÜIFFEKENTIAT. GLEICHUNGEN. 

Begrenzung y'.^ nicht Yerschwindet, und innerhalb welcher die Anzahl der 
Punkte, für die y\^ verschwindet, von der Anzahl derer in F nur um eine end- 
liclie Zahl verschieden ist. Es ist nunmehr — -^i^fdlogy'.^, avif die Begrenzung 
36] von F' bezogen, endlich. Da aber ——j^fdlogy'^^ auf die Begrenzung von 
J^ oder F' bezogen resp. die Anzahl der Punkte innerhalb F oder F' angiebt, 
für die y'^^ verschwindet (weil die Punction innerhalb dieser Flächen endHch 
ist), so folgt, dass y^^ innerhalb F nur in einer endlichen Anzahl von Punkten 
verschwindet. — Es lasst eich daher innerhalb -F ein den Punkt a^ umgebender 
King 8 von endlicher Breite bestimmen, innerhalb dessen y^^ nicht verschwindet 
und daher die Coefficienten der Differentialgleichung (3.) eindeutig, continuir- 
lich und endlich sind. Mit Hülfe derselben Principien, durch welche der 
Satz in No. 3 bewiesen wurde, wird jetzt gezeigt, dass aus dem Fundamental- 
systeme Wj, M^, ..., u^_^, wovon kein Element innerhalb 8 unendlich wird, ein 
anderes abgeleitet werden kann, wovon ein Element ti,[ mit einer Potenz von 
x — a. mnltiplicirt innerhalb S eindeutig, continuirlich und endlich wird. Be- 
kanntlich gut alsdann für u[ innerhalb 8 eine Entwickelung der Form; 

«; = (i-o,)'|;.e.(«-i,)"+(«-«,)'|.«_.(a:-<.,r. 

Enthält dieser Ausdruck nicht die Potenz (x — aj'', so folgt nach den 
Principien der No. 1 aus der Gleichung (2.) ein Integral y^^ der Differential- 
gleichung (1.) der Form 

y.-2 = fn> 

wo 9j, mit einer Potenz von x—a. multipHcirt in der Umgebung von a. ein- 
deutig wird. 

Enthält a.ber der Ausdruck für t/'^ die Potenz (:b — ßj)"', so erhält man aus 
der Gleichung (2.) 

wo 'fj, und %^ mit derselben Potenz von x—a^ multiplicirt in der Umgebung 
von ö; eindeutig werden. 

Hierdurch ist die in dem obigen Satze aufgestellte Form von y^ be- 
gründet. 

Setzt man 
(4.) M = u\Jvdx, 
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SO erhält man für v eine lineare Differentialgleichung m — 2**' Ordnung 

deren Coefficienten ganze Functionen der Grössen q und der Grössen 

_1_ du[ \ ähi[ 
ii\ äx ^ u[ dx' ' 

sind. Diese Differentialgleichung hat daher in der Umgebung von a ausser 
diesem letzteren Punkte noch diejenigen Punkte, in denen y^^ oder u[ ver- 
schwindet, zu singulären Punkten. Es ist wieder leicht zu zeigen, dass von 
denselben a. der einzige ist, in dem eine Verzweigung stattfinden kann, und 
dass die Anzahl derjenigen von ihnen, die sich innerhalb F befinden, endlich 
ist. Daraus ergiebt sich alsdann, dass man ein Fundamentalsystem der Diffe- 
rentialgleichung (5.) finden kann, wovon ein Element f, mit einer Potenz von 
x — a. multiplicirt innerhalb eines den Punkt a^ umgebenden, ganz in den Ring 
Ä hineinfallenden endlichen Ringes >S" eindeutig, endlich und continuirlich 
wird. Es ist alsdann innerhalb S' 

Enthält dieser Ausdruck nicht die Potenz (x — ö.)~', so erhält man aus [37 
der Gleichung (4.) ein Integral der Differentialgleichung (3.) der Form 

< = 'h 
wo Jj flie Eigenschaft hat, mit einer Potenz von x—üi multiplicirt innerhalb 
8' eindeutig , continuirlich und endlich zu werden. Es lässt sich daher -^ 
innerhalb S" unter der Form 

darstellen. Enthält auch diese Reihe nicht die Potenz (ä; — a.)"', so ergiebt 
die Gleichung (2.) ein Integral y.^ der Differentialgleichung (1.) der Form 



wo cpjj mit einer Potenz von x—a. multiplicirt in der Umgebung von a^ ein- 
deutig wird. 



Hosledby Google 



156 ZUR THEORIE DER LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Enthält aber die 'Reihe für <^ die Potenz (x-a.)~', so ergiebt die Glei- 
chung (2.) ein Integi-al der Form 

0) Vi, = f^. + ^Jogix-a), 

wo (f^^ und 9,3 mit derselben Potenz von x — a multiplicirt in der Umgebung 
von a^ eindeutig werden. 

Enthält die Eeihe für v^ die Potenz (x — a.)~% so liefert die Gleichung 
(4.) ein Integral der Differentialgleichung (3.) der Form 

wo ({j und ij mit derselben Potenz von x~a. multiplicirt innerhalb S' ein- 
deutig, continuirlich und endlich werden. Biese Grössen lassen sich daher 
innerhalb iS" unter der Porm 

{x ~ a^y 2a ^1 (* — ö;)" + (^ - a^y' 2(, ei^ (^ - «,)"" 

darstellen. Enthält die Eeihe für '\i^ nicht die Potenz (x—a^)~', so gelangt 
man wieder durch die Gleichung (2.) zu einem Integrale der Form (b). Ent- 
hält aber jene Reihe die Potenz (x — a)~', so erhält man 
(c) Vis = %!+ fsä log (^ — «,-) + fas (log (« — «;))% 

wo 93ii9j2>?s3 ^^^^ ^^^^ derselben Potenz von x — a. multiplicirt in der Um- 
gebung von a. eindeutig werden. 

Hierdurch ist die Form von y^, so wie sie im obigen Satze gegeben 
worden, begi'ündet. Fährt man so fort, so wird überhaupt gezeigt, dass man 
ein System von Integralen y^^, y.^, ..., y^^ ermitteln kann, welche die im obigen 
Satze aufgestellte Form haben. — Dass man aber auf diesem Wege ein 
Fundamentalsystem erhält, ergiebt sich aus dem Satze am Schlüsse der No. 2. 
— Für den Punkt oo ergiebt sich ein Fundamentalsystem von ähnlicher Ge- 
stalt, wenn man in die Differentialgleichung (1.) — statt x setzt. 

um den Verlauf der Integrale einer gegebenen linearen Differential- 
gleichung in der ganzen Ebene bestimmen zu können, sind mithin zweierlei 
Untersuchungen nöthig: 

38] 1) Für jeden singulären Punkt müssen die Grössen 9 bestimmt werden, 
wodurch das Verhalten des zugehörigen Fundamentalsystems, folglich aller 
Integrale in der Umgebung dieses Punktes gegeben ist. 
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2) Es müssen die Coefficienten der lineaa-en Stibstitutionen ermittelt 
werden, ivodurch sich die zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen 
Fundamentalsysteme durch einander ausdrücken. 

Die Grössen 9 lassen sich in der Umgehung von a. durch !Reihen der 
Form 

darstellen, wo r für alle 9 mit demselben ersten Index denselben Werth hat. 
Man muss die Ausdrücke für die Integi'ale y.^ in die Differentialgleichung 
substituiren, um die Grössen r und die Coefficienten c zu bestimmen. 

Mit Hülfe des in dieser Nummer enthaltenen Satzes kann man den Inhalt 
der vorigen Nummer auf eine einfachere Weise ableiten. Ich habe es jedoch 
der Deutlichkeit wegen vorgezogen, mich bei jener Untersuchung auf die da- 
selbst gültigen speciellen Voraussetzungen zu stützen. 

Berlin, im Januar 1865. 
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ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original, 

Ee wurde gesetzt; 

S. 115 itn letzten Gliede der ersten Gleichung 6^ statt b^, 

„ 129 Zeile 12 »Man lertheile« statt »Vertheilt maw, 

„ 131 10 T u Qte stitt ita 

„ 136 „ 9 jui E-^ponenten des letzten Factors r^^ statt T:^.^, 

„ 1S6 ira eweiten Gliede luf dpr rechten Seite der Gleicliung (11.) - ■■ — — ^ - statt ^J[ -, 

^ ISS Zeile '5 \ u (3 ) statt (2 ) 

158 154 diemal iv'<l^l &t%tt 2iti 

loi—l'l dm 1 isse de? zweiten ^ Zeii.bcni ii den di^elbit auftretenden LirKEKTsclien 
Reihen 1 statt 
„ 1^7 Zeile 12 13 sdanelbst« statt »daiselbe» 
y, 147 unten nurde das Citat „Cäucht etü genauer ^ fa&st 

2) Die Torstehende Abhandlung die wie mir aus Mittbeilungen des Autors bpkannt m lerhaltnissmHss^ 
turzer Zeit (Oi,tobPi bis Weibnaehten lb64j lerfasst woiden ist und als Progiamraarbeit ^u einem 
TOrhei festgesetzten Zeitpunkte ahgeliefeit weiden mus'ite wurde spatei m umgearbeiteter Fassung im 
Journal f d » u i Mathematik verdftentlieht (siehe die folgende Abhandlung) nur die Nummern I 2, 6 
■iind im Wesentlirhen unverändert in die zweite Redaition übergegangen Die Nummern 4— 7 dei eisten 
Bearbeitung enthalten manches fehleiLafte So ist lu dei No 4 die Fassung dei Aufi^ibe (S 126) zu 
eng und demgemaf^s die am Schlüsse dieser Nummei aufgestellte Bedingung zwai nothn endig aber nicht 
hinieichend — was a a behauptet und m der Ho 5 zu beweisen veisutht wird In der That ist 
(wie aus den Erörterungen der folgenden Abhandlung hervorgeht) der Schluss im letzten Abiatze von 
S 143 nur dann ohne Weiteies gestattet nenn die in i„ nicht nur von eiaandei lerfechiedeo, 
sondern luch nicht um ganze Zahlen von emandei veischieden sind In dei No b ist in II (& I4(i) der 
"Weith von q (Gl (3 ]) umichtig die vorhergehende Gleichung ist ausser für den im Te^te iichtig ange 
gehenen Fall ui = 2 ^ — 2 noch für m = 1 und ein beliebiges e eifullt dinach ist der Sitz »Zweitens« 
zu beiichtigPB, m III waie hmzuzufugeu dass die »i t als lon emandpr veischieden voiaubzusetzeii 
sind (igL die allgemeine Fassung in dei So 6 in dei folgenden Abhandlunc;) In der No 7 sind die 
Aussagen (S 151 Zeile 12 v u bis Schluss dei Nummer) nui dann ^utiuffend wenn noch die Bedingungea 
als erfüllt \oiau6gesetzt weiden die das Auftreten vonLogaiithmen in den EntBickelungen der Integiale 
in der Umgebung eines jeden singulaien Punktes vethindein 

Trotz diesei Mangel die bei der zweiten Eedaction (folgende Abhandlung) mit Ausnahme des bei 
der Ho 6 II angemeikten Veisehens bei der Beiechnung von g beseitigt woiden sind schien dei voll 
standige 'W lederabdiuik dieser Abhandlung einerseits im HinblicL lut dio Hummern 7, '^ indeierseits 
mit Kuüksicht daiauf gei echtfertigt dass diese eiste Kedaction einen wichtigen Einblick m die Ent 
Wickelung der Ideen die denTerfassei zui Begiundung dei modeinen Theoiie dei linearen Difieiential 
gleithungen gefühlt haben gewahrt fecn 
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VI. 



ZUR THEOHIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
MIT VERÄNDERLICHEN CGEFFICIENTEN. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 66, 1866, S. 121—160.) 



Nach dem gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft stellt man sich [121 
in der Theorie der Differentialgleichungen nicht sowohl die Aufgahe, eine 
gegebene Differentialgleichung auf Quadraturen zurückzuführen, als yielmehr 
die, den Verlauf ihrer Integrale für alle Punkte der Ebene, d. h. für alle 
Werthe der unbeschränkt Veränderlichen aus der Differentialgleichung selbst 
abzuleiten. Die Analysis lehrt eine Function determiniren , wenn man das 
Verhalten derselben in der Umgebung derjenigen Punkte ermitteln kann, für 
welche sie unstetig oder mehrdeutig wii-d. Es ist daher die wesentliche Auf- 
gabe bei der Integration einer gegebenen Differentialgleichung, die Lage dieser 
Punkte und das Verhalten der Integi-ale in deren Umgebung festzustellen. — 
In diesem Sinne haben Briot und Bouquet im Journal de l'Ecole Polytech- 
nique, cah. 36, die Differentialgleichungen der Form Fw, ■—-] = behandelt, 
wenn F[y, —-] eine ganze Function von y und -^ bedeutet. — In den Ab- 
handlungen der Societät der Wissenschaften zu Göttingen vom Jahre 1857') 
hat RiEMAMN die Differentialgleichung hergeleitet, welcher die durch die 
GAusssche Reihe F{a, ß, y, x) dai'stellbaren Functionen genügen; und man 
kann umgekehrt die dortige Abhandlung als eine solche ansehen , wodurch 
die Integration jener Differentialgleichung geleistet ist. — Im Folgenden er- 

1) Eiemanns Weike, (U. AoQ, 1892), S. 67. Scli. 
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laube ich mir einige Ergebnisse einer über lineare Differentialgleichungen mit 
veränderlichen Coefftcienten angestellten ünterauchung mltzutheilen, zu welcher 
ich durch das Studium der EiEMASNschen Abhandlung veranlasst wurde. Es 
ergab sich, dass die Integrale einer beliebigen linearen Diflerentialgleichung, 
welche kein von der abhängigen Variabein freies Glied enthält, bei Um- 
laufen um die singulären Punkte sich wie Potenzen und Logarithmen ver- 
halten {No. 3). Von besonderem Interesse sind diejenigen linearen Differential- 
gleichungen, deren sämmtliche Integrale mit einer bestimmten endlichen Potenz 
von x — a multiplicirt für x = a endlich bleiben, für jeden endlichen Werth 
122] von a, und mit einer bestimmten Potenz von — multiplicirt f ür a; = 00 
dieselbe Eigenschaft besitzen. Ihre Form ist in No. 4 und 5 vollständig jfest- 
gestellt. Ein specieller Fall dieser Klasse von Diiferentialgleichungen ist die 
von RiEMÄNN in der ebenerwähnten Abhandlung erhaltene Differentialgleichung, 
so dass die Eigenschaften der durch die GAusssche Reihe darstellbaren Func- 
tionen, von denen Riemann ausgeht, auch von einem anderen Gesichtspunkte 
aus als denselben characteristiscb erkannt werden (No. 6). Zu derselben Klasse 
von Differentialgleichungen gehören auch diejenigen linearen Differential- 
gleichungen, welchen nur algebraische Functionen genügen. — Im Sommer 
1863 hielt Weierstrass eine Vorlesung über AsELSche Functionen, worin er 
als Einleitung die Fundamente der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
entwickelte. Dieser Vorlesung werde ich mich in der Art der begrifflichen 
Feststellung der Integrale einer linearen Differentialgleichung, wie sie in No. 1 
angedeutet ist, im Wesentlichen anschliessen. — Die vorliegende Arbeit ist, 
von einzelnen hier angebrachten Vereinfachungen und Zusätzen abgesehen, 
zuerst im »Programm der städtischen Gewerbeschule zu Berlin, Ostern 1865« 
erschienen. 

1. 
Es sei: 

eine lineare Differentialgleichung m*" Ordnung, deren Coefficienten p^, p,, ■■■iP,,, 
Functionen von x sind, die innerhalb eines einfach zusammenhangenden 
Flächentheils T der 3;-Ebene nur in einer endlichen Anzahl von Punkten un- 
stetig werden, im Übrigen aber innerhalb dieser Fläche eindeutig und con- 
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tinuirlich. sind. Diejenigen Punkte innerhalb T, für welche eine oder mehrexe 
der Functionen p unstetig sind, werden wir im Folgenden, nach dem Vor- 
gänge von Weierstrass , singulare Punkte nennen. — Es sei ferner x 
irgend ein Punkt in T und um denselben ein Kreis beschrieben, welcher sich 
bis zum nächsten singulären Punkte erstreckt, so bezeichnen wir das durch 
diesen Kreis abgegi'enzte Flächengebiet, ebenfalls nach Weierstrass, als die 
Umgebung des Punktes x^. 

Ist nun x^ ein Punkt, der nicht zu den singulären gehört, so giebt es 
innerhalb T eine in der Umgebung desselben überall endliche, eindeutige und 
continuirliche Function y, weiche der Differentialgleichung (l.) genügt und 
so beschaffen ist, dass y, -^, -^, . . ., ^„,Jf für x = x^ beliebig gegebene [123 
Werthe annehmen. Dieses lässt sich folgendermassen beweisen : 

In der Umgebung von x^ innerhalb T seien die Maxima der Moduln der 
Functionen p^, p^, ■••iPm ^'^^P- -^i' -^^b' ■■■' -^«i- ^^*' ^i ^^^ ^^™ Punkte x^ zu- 
nächst liegende singulare Punkt, und setzt man moä.(a^ — x^) = r, und 



so ist bekanntlich (s. Briot et Bouquet, Journal de l'Ecole Polytechnique, 
cah. 36, pag. 137) Gxr jedes ganzzahlige a 

\ dx" /„ \ dx" j^' \ dx" /„ \ dx" /„' ' ' ' ' \ dx^ /„ V dx^ ]^ 

wo wir mit (f(x))^ den Werth einer Function f{x) für x = x^ bezeichnen. 

Die sämmtlichen Ableitungen einer der Differentialgleichung (1.) ge- 
nügenden Function y lassen sich auf die Form bringen : 

"worin die Grrössen 31 sich aus den Grrössen p und deren Ableitungen durch 
die Operationen der Addition und MultipHcation zusammensetzen. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung 

SO lassen sich die sämmtlichen Ableitungen einer derselben genügenden Func- 

FnoliB, mntlieiii.Wiitke. I. 21 
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tion u in der älinliclien Form 

(4) |J- = ä...w|P^+S)..(.)|^ + ... + Si„,(.).. 

darstellen. Die Grössen S werden aus den entsprechenden Grössen 31 abge- 
leitet, indem man an die Stelle einer jeden Function p und ihrer Ableitungen 
die entsprechende Function 9 und ihre entsprechenden Ableitungen setzt. 
Hieraus folgt, dass 

S8,. («J > mod 2r„ (x,) , S9„, {x,} > mod ai„, (x,), .. ., S8„™ («„) >■ mod 3i„™ (^J. 

Wenn sich daher eine in der Umgebung von x^ eindeutige , continuirliche und 
endliche Function M bestimmen lässt , der Art, dass sie der Differentialgleichung 
(3.) genügt, und dass fm x = x^ die Grössen ^1 ^^i ^^ti ••■» -^s:=r beliebig 
124] gegebene positive Werthe annehmen, so existirt auch eine in der Um- 
gebung von x^ eindeutige, continuirliche und endliche Function ^ von der Be- 
schaffenheit, dass sie der Differentialgleichung (1.) genügt, und dass 

^' dx' äx? ' ' ' '' dx^~^ 

für X = x^ beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Setzt man ^^i^ = ^, so lässt sich die Differentialgleichung (3.) auf die 
Gestalt bringen: 

(3a.) (1-^)-?^ = M,r^^ + M,r'^^ + --- + M,,^r^ti. 

Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Reihe von der Form 
M != 2 ^n^" 2^ genügen, so findet man für jeden ganzzahHgen Werth von k 
die Kelation : 

\ Jr My .(:m + k-2){m + k-3) ... (k+l).K+i_^ + --- + M^.r'^h^. 

Nimmt man daher b^^, b^, .,,, b^^_^ positiv an, so sind alle Grössen b positiv, 
und es ist ^„,+j — — Ty-'^^+i-i + 'r'' '^'^ 'I' ^^'^^ positive Grösse ist. 

Man kann annehmen, dass M^r>m. Denn wenn dieses nicht stattfindet, 
so bleiben alle vorhergehenden Schlüsse a potiori gültig, wenn man M^ so 
gross annimmt, dass dieser Bedingung Genüge geschieht. 
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Daher ist &,„^j> i„.+j_i für jedes ganzzahlige h, d. h. die Grössen h wachsen 
mit ihrem Index, und deswegen ist -^ nicht unendlich, wenn r-^s, für alle 
"Werthe von r und s. 

DiYidirt man die Gleichung (5.) durch 

so erhält man 

+ („. + t)(». + *-l)...(4 + l) 6„._, 



6„. t + Jlf.r 




Hieraus folgt 




mithin ist 


i,„,.2"*" 



für fc =^ CO, 

d. h. die Reihe m = ^J>a^'^ ^^^ convergent, so lange der Modul von s [125 
kleiner ist als 1; oder die Differentialgleichung (3.) hat innerhalb T ein in 
der Umgebung von x^ gültiges Integral der Foim So'^dC^^^o)"» derart dass 
c^, c^, c^, ...5 c^_j oder auch m^, (-^j , f-^l s ■■■! ( ^m-n beliebige positive Werthe 
erhalten können, — 

Hiermit ist die Existenz einer Function y von der oben angegebenen 
Beschaffenheit erwiesen. — 

Umgiebt man jeden der singiüären Punkte mit einem beliebig kleinen 
endlichen Kreise, so ist der übrig bleibende Theil der Fläche 2", der T' 
heissen möge, eine mehrfach zusammenhangende Fläche. Ziehen wir von 
jedem Kreise aus eine sich selbst und die übrigen nicht schneidende Linie, 
z. B. eine gerade Linie, bis zur Begrenzung von 2", so wird die Fläche T' 
durch diese Querschnitte in eine einfach zusammenhangende T" zerlegt. Inner- 
halb dieser Fläche lässt sich die eben definirte Function y nur auf eine Weise 
fortsetzen, so dass man eine innerhalb der Fläche T" eindeutige, continuir- 
liche und endliche Function y erhält, welche der Differentialgleichung (1.) 
genügt und so beschaffen ist, dass für einen Punkt x^ dieser Fläche 

dy ä^y ä'^~' y 

äx' dix? ' ° * *' ^x"'"' 
beliebig gegebene Werthe annehmen. 
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Geht man in T" von x^ aus und kehrt nach einer oder mehrmaliger 
Überschreitung eines oder mehrerer Querschnitte nach x^ zurück, so erhalten 
y und dessen Ableitungen im Allgemeinen von den ursprünglichen verschiedene 
Werthe. Mit diesen als Anfangswerthen ist innerhalb T" eine im Allgemeinen 
von y verschiedene 'Function bestimmt. Auf diese Weise erlangt man im All- 
gemeinen unendlich viele solcher Functionen. Denkt man sich die Fläche 
T von unendlich vielen Blättern bedeckt, alle mit denselben Querschnitten, 
und jedem dieser Blätter eine solche Function (einen Zweig) zuertheilt, so 
hangen diese Blätter längs der Querschnitte so zusammen, dass wenn w in 
der Fläche T' einen Querschnitt überschreitet, sich ein Zweig continuirlich 
in einen anderen der unendlich vielen Zweige fortsetzt, da die Werthe der 
Functionen in T" zu beiden Seiten eines Querschnitts im Allgemeinen von 
einander verschieden sind. 

Hiermit ist der Verlauf eines Integrals der Differentialgleichung (1.) 
innerhalb T' vollständig bestimmt, wenn in einem Punkte dieser Fläche für 
Vi ~^'i "5^' ■'-i H '"'- ^ beliebig gegebene Anfangswerthe festgesetzt sind. 



2. 

Wenn man im Punkte x„ der Fläche T' füi- y, -r-, -^^ - - ■ -^ m ver- 

Werthsysteme festsetzt, so erhält man m particuläre Integrale 
y^i ■■■'^m' ^^T^ wählen, was offenbar immer möglich ist, diese Werth- 
;eme so, dass die Determinante: 




y.. 



füi- X = x^ nicht verschwindet. Alsdann kann jedes Integi-al vj, welches da- 
durch bestimmt ist, dass Itx"»-^! ■■■)-^s^ für x =^ x^ resp. die beliebig 
gegebenen Anfangswerthe ''jo, V]|,, tj", . .., 7]"~" annehmen, als lineare homogene 
Function von y^^y^^ ...^y^ mit constanten Coefficienten dargestellt werden, also 
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WO Cj, Cj., ..., t,'^^ Constanten sind. 

Denn nnter der gemachten Voraussetzung liefert das System linearer 
Gleicliungen : 



für Cj,c^, ■.-!«„ endliche und bestimmte Werthe; und wenn die Function Vj 
nebst ihren m — I ersten Ableitungen mit der Function c^ ^^ + c^ ^^ + — H c^ «/„ 
und deren entsprechenden Ableitungen für x ^ x^ übereinstimmt, so findet nach 
der vorigen Nummer diese Übereinstiramiing für alle Werthe von x statt. 

Ein solches System von Functionen y^iV^i ■■■■,y„,, für welches die De- 
terminante D in einem innerhalb T' liegenden Punkte nicht verschwindet, 
durch welches sich also alle particnlären Integrale in der Form der Gleichung 
(1.) ausdrücken lassen, werde ich im Folgenden ein Fundamentalsystem, 
und ^,,f/,, •■■j^m dessen Elemente nennen. 

Jeder Zweig einer Function y kann als ein particulares Integral inner- [127 
halb T" mit bestimmten Anfangswerthen angesehen werden, und lässt eich 
daher als lineare homogene Function von y^, y^, ■•■'^m ^^^ constanten Coefii- 
cienten darstellen. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zwischen je m-\-\ Zweigen derselben Function y findet eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten statt. 

Denn es seien y,y\y'\ ••■■,y""^ m + 1 solche Zweige, so hat man folgende 
m -i- 1 lineare Gleichungen : 

y = c,i/i 4- c,y^ +■■■+ c^y^, 
y' = '^'xVx + c\yi +■■■+ 4?/„, 

wo die Grössen c sämmtlich bestimmte Constanten sind. Eliminirt man aus 
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denselben die Grössen y^tV^i ...ly^, so erhält man. als Eliminationsresultante 
eine lineare homogene Gleichung zwischen */,?/',■-., 2/""' "lit constanten Coefft- 
cienten. 

Um einzusehen, dass bei der Bestimmung einer Function, welche der 
Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt, der Ausgangspunkt x^ 
gleichgültig sei, muss noch gezeigt werden, dass 

die Determinante eines Fundamentalsystems für die ganze 
Fläche 2" endlich und von Null verschieden ist. 
Aus den m Gleichungen: 

dt»'" ^' rfa;™ ' ^' dyf'^ r^„p,, 



(^a:™ ' ' dx'^' 



D.p^ = J)\ 



wo Z>' aus D erhalten wird, wenn man - , „J(' . , „'^f -, ■•■, . „^"'- resp. durch 
128] _^, -^^j ...j -^^« ersetzt. Bekanntlich ist D' die Ableitung von D, 
daher ist 

dhgD 

oder 

(3.) B = C.e-^^''^, 

wo C eine Constante bedeutet, die durch die Anfangswerthe von y ,y ^ ...,y 
und ihren Ableitungen für x = a;„ bestimmt und der Voraussetzung gemäss von 
Null verschieden ist. Da fji^dx nur für einen singulären Punkt unendlich 
werden kann, so folgt, dass e ^' '^ und folglich auch _D innerhalb T überall 
endlich und von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt auch, dass wenn die Functionen */,, ^j, .. ., Jf ein Funda- 
mentalsystem bilden, sie noch ein solches System ausmachen, wenn man jede 
derselben auf demselben Wege innerhalb T' um singulare Punkte herum bis 
zu dem Punkte x^ zurück fortgesetzt hat. 
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Die gegebene Definition eines Fundamentalsystems kann ancli durch die 
folgende ersetzt werden: 

Ein System von Integralen \,fl,^---jfl^ bildet ein Pundamentalsystem, 
wenn eine Gleichung der t^orm 

für keine endlichen bestimmten Werthe der Constanten c^fC^, ••■jC^ Statt 
haben kann. 

Denn es sei i/^, y^, ■■■, p irgend ein Pundamentalsystem (im Sinne der 
ersten Definition), so darf man setzen: 

■n, = A.y,+ 4 ;/= + ■■■+ 4.,^/», 



^« = 4x ?/, + /™. 2/= + ■ ■ ■ + Lm y^ , 

wo die Grössen f Constanten sind. — Die Determinante 



/"., L 



U. 



fr,n f.. •■• U 

darf nicht verschwinden, da sonst zwischen ij,, vj,, ..., vj^, eine lineare homo- 
gene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt finden müsste. Daher lassen 
sich */i, ?/g, ■■■, y„, und folglich alle particulären Integrale der linearen Diffe- [129 
rentialgleichung als lineare homogene Functionen der Grössen "^ii vj^, . . ., v]^ mit 
constanten Coefficienten darstellen. Dieses erfordert aber, dass die Determinante 




innerhalb 2" überall endlich und von Null verschieden ist. Hierdurch ist die 
Übereinstimmung der beiden Definitionen erwiesen. 
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Bekanntlich kann man folgendermassen verfahren, um m particuläre Inte- 
grale der Differentialgleichung 

(*■) 0= 

zu erhalten. Ea sei J/, ein particulares Integral derselben, welches nicht 
identisch verschwindet, und man setze 

y = y^f^dx, 

so genügt 2 einer linearen Differentialgleichung m — 1*" Ordnung 

,_ , d'"~^2 d""'^ (J™"''^ 

Es sei s^ ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches 
nicht identisch verschwindet, so ist 

!/i = y,f«>dx 
ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (4.). Man setze 

ä' ^ ^, Cii dx , 
so genügt ii einer linearen Differentialgleichung »i — 2'" Ordnung 
, , (?""'it d'^~^u (^™"'m 

Ist M, ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches nicht 
identisch verschwindet, so ist 

^, = ^Ju,dx 

ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (5.) und 

ä3o] ?/, = y^fdxs^fu,dx 

ein drittes particuläres Integi-al der Differentialgleichung (4.). Fährt man so 
fort, so gelangt man schliesslich zu einer linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung : 

/7 \ dw 

und man erhält auf diese Weise m particuläre Integrale der Differential- 
gleichung (4.). 
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Wir behaupten nun, 

dass die so erhaltenen particulären Integrale ein Funda- 
mentalsystem bilden. 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, nehmen wir m = 3 an. In diesem 
Falle ist die Differentialgleichung (6.) erster Ordnung. Bildeten nun y^-,y^-,y^ 
kein Fundamentalsystem, so hätte man eine Gleichung: 

(8.) c, »/, + Cj i/, fz^ dx + Cg y^Jäxz^Ju^ äx = 0, 

■wo c,, c^, Cg Constanten sind, die nicht sämmtlich verschwinden. Da y^ nicht 
identisch verschwindet, so darf man diese Gleichung durch y^ dividiren; diffe- 
rentiirt man alsdann, so erhält man 

c^ss^ + c^s^fu^dx = 0. 

Da 0^ nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch s^ dividiren 
und erhält alsdann durch Differentiation 

Da nun tt-^ nicht identisch verschwindet, so hätte man c, = 0. Es müsste 
alsdann 

c,y^+ c,i/^Js,äx = 

sein. Hieraus würde auf ähnliche Weise folgen c^^, = 0, und daher c^ = 
und folglich auch c, — 0. 

Es ergiebt sich also, dass die Gleichung (8.) nicht bestehen kann, und 
dass daher die auf die angegebene Weise ermittelten Integrale ein Fundamental- 
system bilden. 

Bemerkenswerth ist die Form, in welche sich die Determinante D, welche 
wir die Determinante des Fundamentalsystems y^i y^, •■■, y^, nennen 
wollen, mit Hülfe der Integrale y^, 0^^ u^, ..., «.■ bringen lässt. 

Es ist nämlich 

(9.) D== C.p^'.^r'-K-'---^", 

wo C eine Constante bedeutet. 

Dieses wird folgendermassen bewiesen. In der Differentialgleichung [131 
(5.) ist, wie leicht zu sehen, 

d loa; y. 
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Bezeichnet man die Determinante eines Fundamentalsystems der Diiferential- 
gleichung (5.) mit U,, so folgt nach dem Gesetze der Gleichung (3.) 



/[« 



d'iagy, ] 



fpidx 



D, = C'.e ^ n»^ J = c'. 

d. h. nach Gleichung (3.) 

(10.) D, = 0".yr.D, 

wo C und C" Constanten sind. Ebenso folgt, wenn man mit Z>^ die De- 
terminante eines Fundamentalsystems der Differentialgleichung (6.) bezeichnet, 

(11.) A = c"'.s:"^-'\i), =. c"".«/;™.«:""-".!». 

Indem man so fortfährt, ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichung (9.). 

Wir werden später von diesem Satze eine wichtige Anwendung machen. 

3. 

Nach No. 1 kommt die Aufgabe der Integration einer linearen Differential- 
gleichung auf die Untersuchung der Frage hinaus, was aus einem beliebigen 
durch die Anfangswerthe in einem Punkte x^ bestimmten Integrale wird, wenn 
man es innerhalb T' um einen singulären Punkt herum bis zum Punkte x^ 
zurück fortsetzt. 

Es genügt zu diesem Zwecke, das Verhalten irgend eines Systems von 
Fundamentalintegralen zu untersuchen. Es sei daher ^,, %,■■■, -y^ ein Funda- 
mentalsystem der Differentialgleichung: 

WO über die Coefficienten p dieselben Voraussetzungen gemacht werden, wie 
am Anfange der No. 1. Ist alsdann u irgend ein Integral der Differential- 
gleichung (1.), so darf man setzen 

(2-) M = ^,!/, + ^a«/2 + --- + «n,;/m, 

WO 9^1, a^j, . ■ ., ^m Constanten sind. — Nach einem Umlaufe um einen singulären 
Punkt a mögen die Functionen ?/,,?/,, •■■,^^ resp. übergehen in if[,y[, ■■•i^mi 
so hat man nach der vorigen Nummer ein System von Gleichungen: 
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[ y'i = «1, ^1 + «,! «/^ + ■ ■ ■ + «1,» Um , 
) y\ = «aiJ'i + «aiJ/s + ■■■+ «2«!/«.- 
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WO die Grössen a^^ Constanten sind, — Nach einem Umlaufe um den Punkt 
a geht alsdann u über in 

(4.) u' = y,%c(i,w, + ^,%o!,,x,-+ ■■■ + y,„-^,a,„,x,. 

"Wir wollen ^1, »;,,..., a:^ so bestimmen, dass 

wild, wo ü) eine Constante bedeutet. Multiplicirt man zu dem Zweck die 
Gleichung (2.) mit w und subtrahirt sie alsdann von der Gleichung (4.), so 

ergiebt der Umstand, dass zwischen y^, y,, ■■■, H„, keine lineare homogene Re- 
lation mit Constanten Coefficienten stattfindet, zur Bestimmung von 3;^, X^, •■■) ^^ 
das folgende System von Gleichungen: 



(5.) 






+ --- + ic,„K™-to) = 



Ist <ü eine Wurzel der Gleichung 



(«•) 



sich die Grössen x^^ x^, ..., x^^ so bestimmen, dass sie nicht alle 
verachwinden. Die Determinante 



ist von Null verschieden, da nach der No. 2 die Functionen y[, y[^ 
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ebenfalls ein Fmidamentaleystem bilden. Hieraue folgt, dass die sämmtlichen 
»33] Wurzeln der Gleichung (6.) von Null verschieden sind. Setzt man daher 

und legt dem r einen der unendlich vielen und um ganze Zahlen verschiedenen, 
endlichen Werthe bei, welche diese Gleichung befriedigen, so wird «.(a; — a)"*" 
in der Umgebung von a eindeutig. 

Wir nennen die Gleichung (6.) die zum singulären Punkte a ge- 
hörige Fundamentalgleichung. Diese Benennung wird gerechtfertigt 
durch folgenden Satz: 

Die C o e f f i cienten der nach Potenzen von to entwickelten 
Gleichung (6.) sind von der AVahl des Fundamentalsyatems unab- 
hängig. 

Es ist nämlich der Coefficient von üt* der Gleichung Ä =^ bekanntlich 
die Summe der Hauptunterdeterminanten der 7i:*™ Ordnung der Determinante 
ä. Es sei nunmehr «j, w,, ...,«,„ ein neues Fundamen talsystem , welches mit 
dem vorigen durch die m Gleichungen 

ti^ = Ji„jy^ + h^^i/s+--- + J:a,„i/„, (für a^ 1,2, ...,m), 

wo die Grössen h Constanten sind, zusammenhängt, man setze die Substitution 

( K K, • ■ • hm j 

( Z-^, Jc^, ... h„,,^ ] 
mit der Substitution 

zusammen und die reaultirende Substitution mit der inversen Substitution von 
(£"), die wir in üblicher Weise mit (K')"' bezeichnen wollen. Alsdann ist 
die Summe der Hauptunterdeterminaiiten der V'^" Ordnung derjenigen De- 
terminante, welche ans den Eleihenten der Substitution {K){Ä}{K)~' gebildet 
wird, der Coefficient von tx*' in der Gleichung Ä= 0, welche an die Stelle 
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von A = tidtt, wenn man das Fundamentalsystem y^iy^i ■■■■,1)^, durch, das 
Fundamentaleystem Wj, Mj, ..., M„, ersetzt. Nach einer bekannten Eigenacliaft 
der ünterdeterminanten (vergl. Brioschi, Determinanten, §7, Formel ßl) er- 
giebt sich nun ohne Mühe, dass dieser Coefficient gleich ist dem Coefticieiiten 
von w* in der Gleichung A ^= 0. 

I. Es seien die Wurzeln der Fundamentalgleichung (6.) to^, lu^, .. ., ü>^_ [134 
alle von einander verschieden, so ergiebt die Substitution jeder derselben in 
das Gleichungssystem (5.) ein Werthsystem x^, x^, . .., x^^^. Das zur Wurzel 
(0 gehörige Werthsystem dieser Grössen sei c^^, c^^, ..., c^^^^, so liefert die 
Gleichung 

(7.) M„ = Coi ?/i + c„j )/s H V c^my,,, ftir a = l,2,...,ws 

m Functionen 11^, ti^, ,..,Mj,, welche ein Fundamentalsystem bilden. Denn 
setzt man 

(8.) ".„ = g-''""^~\ 

SO ist ii^.(x—ci) " in der Umgebung von a eindeutig. Man hat daher 

WO ^n eine nach ganzen Potenzen von x — a und von (a — a)"' fortschreitende 
Keihe ist. — Da aber die Differenz zweier der Grössen »\5 *'j5 • • m ''«. weder 
Null noch eine ganze Zahl ist, so kann eine Gleichung der Form 

C,(3^-»/'9,+ C,(a;~ß)'''<P, + --- + C,„(a;-<if"<p„, = 0, 

wo C,, Cj, ..., C„ Constanten sind, nicht bestehen, ohne dass diese sammtlich 
verschwinden; woraus sich ergiebt, dass «f,,«^, ■■■jW,,, ein Fundamentalsystem ist. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im Allgemeinen gehört zu jedem singulären Piinkte a ein 
Fundamentalsystem w^,m^, ..., ?f,j^, dessen sämmt liehe Elemente mit 
Potenzen von x — a muitiplicirt in der Umgebung von a eindeutig 
werden, so dass 

(9.) u^=.(x-af''f„ «, ==(^-«f>„ ..., M™ = (s; -«/■">.„, 

wo ^,, ^a, •■•) ^,„ bestimmte endliche Grössen und <f^, 'f^, ..., <f^^^ in der 
Umgebung von a eindeutige Functionen sind. 
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II. Wir nehmen jetzt an, es seien AVm'zeln der Fundamentalgleichung 
(6.) einander gleich, und zwar seien l^ Wurzeln gleich cu^, l^ Wurzeln gleich 
0)^, etc. Anwurzeln gleich o)^, wenn lo^, o)^, . . ., to^ die von einander ver- 
schiedenen Wurzeln bedeuten, so dass A^ + A^H — + A^ = m. Bezeichnen wir 
mit v' die Function, in die ii-gend eine Function v nach einem Umlaufe um 
den Punkt a übergeht, so gilt folgendes Theorem: 

Ist tu eine Afache Wurzel der Fundamentalgleichung (6.), so 
gehört zu derselben eine Gruppe von Integralen von folgender 
Eigenschaft: 

135] / < = «»„ 

(10.) ..; = »„.., + «...,+,.■,, 



wo die mit zwei Indices versehenen Grössen (o Constanten sind. 
Die zu den verschiedenen Wurzeln (o^, (o^, ,. ., o»^ gehörigen Gruppen 
von Integralen constituiren zusammen ein Fundamentalsystem. 
Um diesen Satz zu beweisen, verfahren wir folgendermassen : Es ist oben 
die Existenz eines Integi-als nachgewiesen, welches nach einem Umlaufe um 
den singulären Punkt a übergeht in sich selbst raultiplicirt mit (u^, bezeichnen 
wir dasselbe mit u^. Es ist offenbar erlaubt, das Fundamentalsystem (»/^ if^, . . ., »/„J, 
von dem wir ausgehen, durch ein zweites zu ersetzen, in welchem ti an die 
Stelle eines der Elemente y getreten ist. Giebt es eine zweite Wurzel der 
Gleichung (6.), die gleich to^ ist, so führt ein Verfahren, welches demjenigen 
ähnlich ist, das wir oben hei den Gleichungen (2.) bis (5.) angewendet haben, 
zur Bestimmung eines Integrals u^ als lineare Function der Elemente des 
zweiten Fundamentalsystems derart, dass 



wo (Uj, eine neue unbestimmte Constante ist. Es ist alsdann erlaubt, das 
zweite Fundamentalsystem durch ein drittes zu ersetzen, in welchem u^ an 
die Stelle eines der m— 2 übrigen Elemente y getreten ist. — Ist eine dritte 
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"Wurzel der Gleichung (6.) gleich (o^, so wird man ein Integi^al u als lineare 
Function der Elemente des dritten Fundamentalsyatems bestimmen können, 
derart dass 

wo ü)^^, (1)^2 neue unbestimmte Constanten sind. Es ist wieder erlaubt, das 
dritte Fundamentalaystem durch ein viertes zu ersetzen , in welchem m, an die 
Stelle eines der noch übrigen m — 3 Elemente y getreten ist. Fahrt man so 
fort, so wird die Existenz einer Gruppe von l^ Integralen, die zur Wurzel lo^ 
gehört und die im Satze characterisirte Beschaffenheit hat, nachgewiesen, und 
zu gleicher Zeit ein Fundamentalsystem hergestellt, worin X^ der Elemente y 
durch die Functionen dieser Gruppe ersetzt sind. Indem man nunmehr von 
diesem Fundamentalsysteme ausgeht, wird ebenso die Existenz der zur [136 
Wurzel o)^ gehörigen Gruppe von Integralen nachgewiesen, und es wird mög- 
lich sein, ein Fundamentalsystem herzustellen, welches die zu den Wurzeln 10, 
und (öj gehörigen Gruppen von Integralen als Elemente enthält. Indem man 
von diesem Fundamentalsystem ausgeht, und so fortfährt , wird schliesslich 
gezeigt, dass zu jeder Wurzel to^ der Gleichung (6.) eine Gruppe von X^ Li- 
tegi-alen mit den im Satze angegebenen Eigenschaften gehöre, und dass alle 
GrTuppen zusammen ein Fimdamentalsystem bilden. 

Aus diesem hier angedeuteten Verfahren geht zugleich hervor, dass die 
mit doppeltem Index versehenen Grössen w der Gleichungen (10.), wenn sie 
nicht verschwinden, willkürliche Werthe annehmen können. 

Als Corollar zu diesem Theoreme ergiebt sich ein Satz, welcher das Ver- 
halten der Elemente eines Fundamentalsystems, folglich eines jeden Integrals, 
in der Umgebung eines beliebigen singuiären Punktes kennen lehrt, in dem 
Falle, dass die zu diesem Punkte gehörige Fundamentalgleichung gleiche 
Wurzeln hat: 

Es sei a irgend ein singulärer Punkt, und von den Wurzeln 
der zugehörigen Fundamentalgleichung seien \ gleich w^, X^ gleich 
lüj, ..., A^ gleich 0}^, wo ü)j, u)^, ..., o>^ von einander verschieden sind, 
und 'lj + Aj + -'- + A^ = m, so giebt es ein Fundamentalsystem, dessen 
Elemente in Gruppen vertheilt weiden können, derart dass zu 
jeder der verschiedenen Wurzeln (o^, to^, ..., (o„ eine Gruppe von 
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resp. je A^, l^, ..., l^^ Integralen gehört. Es sei tu eine der Wurzeln 
imd A der Grad hrer Vielfachheit, so hat die zu derselben ge- 
hörige Gruppe von l Integralen m,Mj,..., 2{^ die Gestalt: 

= {x — ay<fjj, 

= {x- ay %^ + {x- ay 'f ,j . log (x-d), 

= (x- ay ^„ + {x~ ay tp,, . log {x-a) + (x- ay f„ . [log {x - ß)]" , 



(n.) 



wo r einen der unendlich, vielen um ganze Zahlen von einander 
verschiedenen Werthe des Ausdruckes ;=^lo2;«) bedeutet, und 

21:^-1 

die Grössen ip in der Umgebung von a eindeutige Functionen von 
X sind, zwischen denen die Beziehung besteht, dass jede derselben 
eine lineare homogene Function der Grössen ^.ii^^ij^ä,!---)?;.! ™^t 
Constanten Co efficienten ist. 

137] Um diesen Satz zu beweisen, sei «f,, m^, .. ., Mj die zur Wurzel 10^^ ge- 
hörige Gruppe des vorigen Theorems, und es werde vorausgesetzt, dass von 
den Integralen «j, w^, . ,., «( , wo p < A^, bereits erwiesen sei, dass sie die in 
den ersten p — 1 der Gleichungen (11.) angegebene Form haben. Man setze 
nunmehr 

(12.) u^ = v^„ + v^, log(a^-a) + v^ [log{x-a)Y + ■■■ + v^^[logix^a?i]^-', 

so ist offenbar, dass man die Functionen v ,v^ ■■m'"™ beliebig wählen darf, 
während alsdann v durch diese Gleichung bestimmt ist. Wir wählen jene 
Functionen so, dass 



d. h. dass v^^ = (x-a) "tp^^^ für 6 = 2, 3, ..., p, wo 9^^ eine in der 
von a eindeutige Function bedeutet, und r^ = — ^=-logü»^ ist. 
Setzt man in die Gleichung 

(13.) «■; = ^^,M,+ ^^,,M,+ ... + ä^,_,j\_, + ,S,«^ 

linkerhand für u'^ den Werth, der aus der Gleichung (12.) hervorgeht, wenn 
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man an die Stelle von v ^^ v , ...^ v xes^i. "»„«i,;) «>j,i? , . . ., to^v , und an die 
Stelle von log(fl; — «) den Ausdruck log (a; ~ «) + 2tc \/— l und endlich v' an die 
Stelle von v setzt; und rechterhand für w^, u^, ..., u die füi dieselben 
gültigen Ausdrücke aus den Gleichungen (11.) und ebenso für u den Werth 
aus der Gleichung (12.), so darf man, nach Weglassung des Ausdruckes 

auf beiden Seiten, die Coefficienten der gleichhohen Potenzen von log{x — a), 
von der ersten bis zur p — 2'™, einander gleichsetzen, wodurch man p~2 
Gleichungen erhält. Die letzte dieser Gleichungen giebt v als lineare homo- 
gene Function der Grössen /^^.^(x — a) " , die in den Functionen m^, m^, . .., «e _j 
enthalten sind. Setzt man diesen Werth von v in die vorletzte Gleichung 
ein, so giebt diese v als lineare homogene Function derselben Gi'össen. 
Setzt man die gefundenen Werthe von v und v ^_^ in die drittletzte Gleichung 
ein, so giebt diese v , als lineare homogene Function derselben Grössen. 
Fährt man so fort, so bestimmt man v , v , ,.., v als lineare homogene 
Functionen derselben Grossen. Es ist alsdann noch eine Gleichung von fol- 
gender Form zu befriedigen: 

{14.) «;. + <«, 2i: V^ V + ^ = '"«"si + -^i 

wo Ä eine lineare Function der Grössen r , v , ..., v rmd B eine lineare [138 
Function der Grrössen (f^,^(x — a) ", die in «*,, u^, ..., u vorkommen, ist. Denkt 
man sich in A für die Functionen v , v , ..., v ihre bereits bestimmten 
Werthe gesetzt, so darf man v durch die Gleichung 

(15.) .,>,2t.\P1v^^-\-A = S 

bestimmen, so dass auch v als lineare Function der Grössen (^^.^{x — a)'', die 
in M,, «ji ■ . -j **„_, vorkommen, bestimmt ist. — Es ergiebt sich alsdann für 
Vg^ die Gleichung 

(16.) «;, = <..»•„. 

Aus dieser folgt, dass v = [x — a)"!^^^ ist, wo ^^ eine in der Umgebung von 
a eindeutige Function bedeutet. 

Hieraus folgt nicht nur, dass auch u die in Gleichung (11.) angenommene 
Gestalt hat, sondern dass die ia dem Ausdrucke derselben vorkommenden 

FDehe, mitlinn. Werbe. I. 23 
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Grössen 9 mit Ausnahme von f^^ lineare homogene Functionen der in den 
Integralen u^, u^, ...,u__^ enthaltenen Grössen f sind. 

Da nun u nach den im Anfange dieser Nummer gemachten Entwicke- 
lungen, jedenfalls die in der ersten Gleichung (11.) angegebene Gestalt hat, 
so folgt aus den jetzigen Auseinandersetzungen für u^ die Form in der zweiten 
Gleichung (U.), alsdann für m^ die Form in der diitten Gleichung (11.) u. s. w., 
und zugleich ergieht sich, dass alle Grössen i^ einer Gruppe lineare homogene 
Functionen derjenigen sind, welche nicht mit einer Potenz eines Logarithmus 
multiplicirt sind; so dass hiermit unser Satz erwiesen ist. — 

Ist der Punkt co ein singulärer Punkt, so substituire man in die Diffe- 
rentialgleichung (1.) -7- statt X, alsdann gehört zu dem singulären Punkte t = Q 
ein Fundamentalsystem der Form (9.) oder (ll-), welches das ziim Punkte 
a; = 00 gehörige ist, wenn man wieder t = — setzt. 

Die Functionen '^ der Gleichungen (9.) oder (lt.) lassen sich in der 
Umgebung von a in Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von 
x — a und (3;— 0)"' fortschreiten. Sind die Coefficienten dieser Reihen in ge- 
gebenen Fällen vermittelst der Differentialgleichung, in welche die Ausdrücke 
u zu substituiren sind, bestimmt, so ist das Verhalten der Integrale in der 
Umgehung von a vollständig bekannt. 

139] Um den Verlauf eines Integrals in der ganzen Ebene zu erforschen, 
müssen noch die Coefficienten der linearen Substitutionen untersucht werden, 
wodurch sich die zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen Funda- 
mentalsysteme durch einander ausdrücken. 



Wir nehmen jetzt an, dass in der Differentialgleichung 

die Coefficienten P,, p^, ■■ ■, p^ in der ganzen unendlichen Ebene eindeutige 
Functionen von x seien, die nur für eine endliche Anzahl von Punkten 
a^, a^, ..., a unstetig werden. Ausserdem rauss jetzt im Allgemeinen der 
Punkt CO als singulärer Punkt aufgefasst werden. 

Die Querschnitte, wodurch die Flache T' in eine einfach zusammen- 
hängende T" zerlegt wird, sind jetzt Linien, welche von den um die Punkte 
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ßj, öj, ..., ß beschriebenen beliebig Ideinen aber endlichen Kreisen ausgehend, 
sich selbst und die übrigen niemals schneidend ins Unendliche verlaufen. 

Unter einem zu einem singulären Punkte a^ gehörigen Fundamental- 
systeme verstehen wir von jetzt ab ein solches, dessen Elemente in der Um- 
gebimg von a. die Form (9.) oder (Jl.) der vorigen Nummer haben. 

Wir stellen uns nunmehr folgende Aufgabe: 

Es soll die Beschaffenheit der Coefficienten |jp ^j, . . ., ^^^ der 
Differentialgleichung (l.) ermittelt werden, in dem Falle, dass 
jedes Integral ^ derselben mit einer endlichen bestimmten Po- 
tenz von a)~a^ multiplicirt für x = «^ nicht mehr unendlich werde, 
wenn «. einer der p singulären Punkte ist, und dasa y mit einer 
endlichen bestimmten Potenz von ~ multiplicirt für x = oo eben- 
falls nicht mehr unendlich werde. 

Es ist offenbar, dass in diesem Falle in den Elementen eines jeden zu 
irgend einem singulären Punkte a,. gehoiigen Fundamentalsystems die Grössen <p 
nur eine endliche Anzahl von Potenzen von {x--a^)~' enthalten. Ebenso werden 
in dem zum Punkte co gehörigen Fundamentalsysteme die Grössen tf nui' eine 
endliche Anzahl von Potenzen von x enthalten. 

I. Wir setzen für co das Zeichen a und bezeichnen ein Fnndamental- 
system, welches zum singuläi'en Punkte a^ gehört, mit ^,' , yl' , •••, y^ . Da 
die Grössen ?// , y^\ ..., y^ für jeden Werth von i aus der Zahlenreihe 
1, 2, ,.., p + l ein Fundamentalsystem constituiren , so darf man setzen: 

[ ^1" = ö*,? i>'!^ + öiV 3/1'' + ■ • ■ + fci2 Vt^ , ['f" 

(2.J I yf = € yf + ö*? yf^-+ hti y'-^ , 

' pZ' = &P + i'üly':^ + - + ^fiyi\ 

wo die Grössen b Constanten bedeuten. Wir wollen die Substitution 



mit (B\ bezeichnen, und für 



i^ ^^ ■■■ b<^. 
= 1- 2, ..., p 
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(3.) 



und für i — p + 1 



setzen, so dass die Function '^^ eine ganze Function von \og(x~a) bedeutet, 
deren Coefficienten in der Umgebung von a^ eindeutige Functionen von x sind, 
und ebenso tp^*''"" eine ganze Function von log—, deren Coefficienten in der 
Umgebung von co eindeutige Functionen von x sind. 
Setzt man alsdann für i = 1, 2, ..., p + l 

(4.) «,, = »^"'^•■'■, 

SO sind (u^j, (0^^, . , ., (o.^^ die m Wurzeln der zum singulären Punkte a^ gehörigen 
I\indamentalgleichung. 

Nach einem Umlaufe um den singulären Punkt a^ gehen die Functionen 
y"\ ^^", .,., «/"' in lineare Functionen derselben über, welche durch Anwendung 
einer gewissen Substitution {R\ erhalten werden, deren Form sich aus den 
Gleichungen (10,) der vorigen Nummer ergiebt. Um zu finden, worin jene 
Functionen übergehen, wenn man einen Umlauf um den Funkt a^ macht, muss 
man auf dieselben zuerst die Substitution (.S),, darauf eine Substitution (R).^ 
vermöge deren die linearen Functionen von */,' , ^J > . ■ ■, ^„, bestimmt werden, 
in welche die letzteren Functionen nach einem Umlaufe um a. übergehen, und 
deren Form aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich ergiebt, und 
endlieh die Substitution {B)~', womit wir wieder die inverse Substitution von 
(B) bezeichnen, anwenden. 

141] Durchläuft cc in directer Eichtung die Begrenzung einer Fläche, welche 
die sämmtlichen singulären Punkte enthält, darauf dieselbe Curve in entgegen- 
gesetzter Richtung, so erhält die Function offenbar ihren ursprünglichen Werth 
wieder. Der letztere Weg ist aber einem Umlaufe um den Punkt 00 gleich zu 
achten, während der erstere durch die successiven Umläufe um die einzelnen 
singulären Punkte ersetzt werden kann. Man kann sich demnach, wenn man 
den Punkt co mit zu den singuläi-en Punkten rechnet, auch so ausdrücken: 
die Function nimmt zuletzt ihren früheren Werth an, wenn man successive 
alle singulären Punkte umkreist. 
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Bezeichnen wir eine Substitution (S), die durch Zusammensetzung mehrerer 
anderer (Je), {I), ... entstanden ist, symbolisch mit 

{S) = {k)il)..., 

so werden die Werthe, welche die Functionen t/"', ^j", ••■^tf'^ nach successlver 
Umkreisung sämmtlicher singulärer Punkte erhalten, gefunden, wenn man auf 
dieselben die Substitution 

(E\ {BX {B% (£):■ (B), {E\ (B):' . . . iB\,, (B V. (-C)-, 

anwendet. — Weil nun durch diese Substitution die Functionen y"', y'^\ ..., y'^ 
jede in sich selbst verwandelt werden, so muss sie mit der folgenden über- 
einstimmen : 

/ 1 ... ^ 

( 1 ... j 

< 1 . . . )- 



\ ... 1 I 

Da aber die Determinante aus den Elementen einer Substitution (S), die 
aus den Substitutionen (k), (/), ... zusammengesetzt ist, gleich ist dem Producte 
der Determinanten aus den Elementen von (/c), von (?) etc., so muss 

Eet. iR\ . Lei (B), Det. (E\ Det. (S)"' . Det. {B\ Det. {R\ Det. (B)~' . . . 

xDet.(:ß)5+,Det.(ß)g^.,Det. {£)-;, = 1 
sein. 

Nun ist 

Det.(J5X.Det.(j9)7' = 1, 

und wie aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich leicht ergiebt, 

Det.(R)i = «);.<u^,...ü)j^ = e ' ; 

folglich ist [14z 

(5.) SiSr[''.ix =^ einer ganzen Zahl. 



Diese ganze Zahl wollen wir mit h 1 
Nennt man r^^ den Exponenten, zu dem y^ gehört, so Icann man 
ies Resultat so aussprechen: 
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Die Summe der Exponenten, zu welchen die Elemente der 
sämmtlichen p + i Fundament alsysteme gehören, ist eine ganze 
Zahl. 

Oder auch 

Die Summe der Logarithmen der Wurzeln der ^ + 1 verschie- 
denen Fundamentalgleichungen ist ein ganzes Vielfaches von 
2 t: V^- 

II. Man kann annehmen, dass in den Gleichungen (3.) die Grössen r.^ 
so gewählt sind, dass 'f^*' für x ^^ a nicht verschwindet und nur oo wird wie 
ein Ausdruck der Form 

und cpj^"''" für a: = co nicht verschwindet und nur oo wird wie ein Ausdruck 

L' = a'+h'logx + c'{\ogxY+ ■■■ + l'{logxf-'^. 

In den Ausdrücken L und L' sind a, b, c^ ..., l, a', b\ c\ ..., l' Constanten und 
r und r' ganze Zahlen. 
Es ist 



(6.) 



dx 
dx'^ 



yf d'-'i« d'-p'p (,., 



d'^ 'iff , .. t^" ^yf 



iif- + ■■■+?••/. 



dx"" 



d'-!&' , „ d—st' 



Setzt man die Determinante 



du— 
i-'yf 
dx-- 


die-' '' 


d-'iP 


^"4' ... ,L 



■ Af, 



dx"' ' fte™ 
und bezeichnet mit A^' diejenige Determinante, welche man aus A^** erhalt, 
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wenn man die a*° Verticalreihe der letzteren durch —5-1'-, —r-J-t ■■-, ~-^--- ['43 
ersetzt, so erffiebt sich 



0-) ^Vp,, = An'- 

Aus den Gleichungen (2.) folgt die Relation 
(8.) A'" = Det.(B),Aj;'* 

für a = 0, 1, 2, ...,m. — Da sowohl yf, ?/"', ■■■, y'^ als auch «/''', ?/*'', ...,y'^ ein 
Fundamentalsystem constituiren, darf Det. {J5),. nicht yerschwinden. Daher sind 
Ä'" und AJ zu gleicher Zeit eindeutig oder mehrdeutig, endlich oder unend- 
lich, Null oder von Null verschieden. — Da ferner y^{s^ — a.) '""' für x = a. 
nicht verschwindet und nur unendlich wird wie L, so hat - ^° (x — a^)^^"' 
dieselbe Eigenschaft. — Nach einem Umlaufe um a. geht A^*' über in Det.{R\.^l\ 
folglich ist A'^' von der Form (a; — (jj't|j, wenn man s = - — -=^ log Det. (jR),, 
setzt, und wo ^ in der Umgebung von a^ eindeutig ist. Daher enthält der 
entwickelte Ausdruck von AJ für a = 0,i,...,m keine Logarithmen, und 

zS;'(i-<..) " 

ist in der Umgebung von «,, ebenso wie 



in der Umgebung von a. eindeutig, endlich und continuirlich. Nach der 
Gleichung (8.) hat daher auch 

in der Umgebung von a. dieselbe Eigenschaft. — Hieraus folgt, dass der 
Ausdruck : 

für alle endlichen Werthe von x eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Weil ferner y'^^'H—j ' für a; = co nicht verschwindet und nur un- 
endlich wird wie L, so hat —^s " [~^] dieselbe Eigenschaft, und daher 



Hosledby Google 



184 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFEREEvTIALGLEICHÜKüEK. 

sind, da wieder der entwickelte Ausdruck von A^-'''" keinen Logarithmus ent- 

hält, ^'^'^"cc ' ^ und A"'a: ' ^ in der Umgebung von 

X = OQ eindeutig, endlich und continuirlich. 

144] Daraus folgt, dass K^ für -c = co unendlich ist höchstens von der Ordnung 

-s4..-., + (o-i)^-^ = -i + fe-i)^-^- 

Setzt man, wie am Schlüsse der No. 2, in die Differentialgleichung (I.) 
y = yfjsdx, und wenn s^ ein nicht verschwindendes particuläres Integral der 
Differentialgleichung in z ist, s = s^fudx, und wenn u^ ein nicht verschwin- 
dendes Integral der Differentialgleichung in u ist, u = u^fvdx, und fährt so 
fort, so erhält man schliesslich eine lineare Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren Integral wir mit w bezeichnen wollen. Es ist offenbar, dass man 
die Integrale :?^, u^, v^, . . . so wählen kann, dass 

l/j'' =: y^^' is^äx, t/s ^ yi'JdmUjjUjäx, etc., 

und dass die Integrale der Differentialgleichungen in s,u,v, ...,w sämratlich 
die Eigenschaft haben müssen, mit bestimmten Potenzen von x — a^ multiplicirt 
fiir X ^ a. endlich zu werden, damit den Integralen der Differentialgleichung 
(1.) diese Eigenschaft zukomme. Da nun yl{x — a^) " für x = a^ nicht ver- 
schwindet und nur <x> wird wie X, so hat yl ^j^{x — a^) '^ dieselbe Eigen- 
schaft. Da ferner yl {s}—a^) '^ diese Eigenschaft hat, so kommt dieselbe 
auch der Function y^ ^,M,(ie — ö^) " zu etc. — Nun aber ist nach Gleichung 
(9.) in No. 2 

A*'' = c (j/'|'')'".^™"'.m;"~^ü™"\.. iü, 

wo C eine Constante bedeutet, oder 
daraus folgt, dass der Ausdruck 



A*'' («-«,.) ^ und daher auch A<" (»; — «,) ^ 

für X = a. nicht verschwindet, und da er, wie schon bemerkt, keinen Loga- 
rithmus enthält, auch nicht unendlich wird. — 
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Mit Hülfe desselben Satzes aus No. 2 wird gezeigt, dass 

- , m(m^l) , m{m-l) 

Zu'^Ü+j,f["r 2 Äo '3+1,11 T 

A'^'^"x und daher auch A^*« 

für X ~ 00 nicht verschwindet und nicht unendlich wia-d. 
Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich (vergl. No. 2) 

wo C eine nicht verschwindende Constante ist. Damit [145 

„j ,,.+ »(— ■> 

in der Umgebung von a endlich, eindeutig, continuirlich und von Null ver- 
schieden sei, niuss 

]im(x — a^).p, für x = a^ 

einen endlichen Werth haben. Bezeichnet man den Coefficienten von {x — a^)~^ 
in der Entwickelung von p, nach steigenden Potenzen von (x — a) mit V., so 
muss 






sein. — Damit ferner e ' .a; in der Umgebung von 00 ein- 

deutig, endlich, continuirlich und von Null verschieden sei, darf 

lim(3>.Pi) für X ^ <x> 
nicht unendlich sein. Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit ^, so hat man 
_mO!^_l) 

so dass 

Da aber p^ der Voraussetzung gemäss in der ganzen Ebene eindeutig und 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unendlich ist, da wir ferner jetzt 
gefunden haben, dass es in diesen Punkten von einer endlichen Ordnung 
unendlich und für x =^ 00 nicht unendlich ist, so ist p^ bekanntlich eine ratio- 
nale Function von x. 

Paohe, tniithem. Works. I. 24 
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Die Bedingung, dass lim(xp^) im x = oo nicht unendlich sei, erfordert, 
daas der Grad des Nenners von p^ mindestens um eine Einheit höher ist als 
der des Zählers; in Folge dessen ist aber bekanntlieh 

J],r,-{j = 0, 

so dass sich aus der Gleichung (9.) ergiebt 

(10.) ]c = (p-l)-^^^-^- 



Daher ist K^ eine Constante, und zwar ist diese Constante von Null 
n, weil A"' nicht verschwinden dai-f, wenn ?/"', y"\ . . ., y'" ein Funda- 
mentalsystem constituiren sollen. 

m. Auf ähnliche Weise findet man, dass der Ausdruck 

■*] -s.n.+iöt-2+i. -2.r,.+^ii+t -j..,.+-^fca+6 

i.= 4f(i-«,) (x-a,) ■■■('!-«,) " 

WO fc jede der Zahlen 1, 2, ..., m bedeutet, für jedes endliche x eindeutig, con- 

tinuirlich und endlich ist. — Da ferner A'^\x ' ^ in der Um- 

gebung von CO eindeutig, endlich und continuirlich ist, so folgt, dass der 

Ausdruck K^ eine ganze Function höchstens vom Grade 

-^ + (9-1)^^— + (P"l)6 = (0-1)0 
ist. 

Bezeichnet man daher mit F^(x) eine ganze Function von x höchstens 
vom Grade s, so folgt mit Hülfe der Gleichung (7,): 

für b = 1 , 2 , . . . , m. 

Die Differentialgleichung (I.) mues daher, um den in der 
Aufgabe gestellten Forderungen zu genügen, die folgende Form 
haben: 



(12.) 



ii da:'"'' iL" tlv.^-' ' ri,™-' ,7-c ''" .1,"' 
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WO 

gesetzt ist. 

Wir werden in der nächsten Nummer umgekehrt nachweisen, dass jedea 
Integral dieser Differentialgleichung mit einer bestimmten endlichen Potenz 
von x~a^ multiplicirt füi- x = a^ endlich wird, wenn a. irgend ein singulärer 
Punkt ist, und dass jedes Integi"al mit einer bestimmten endlichen Potenz von 
— multiplicirt für x = oa dieselbe Eigenschaft hat. 

IV. Setzen wir 

für a = l,2,...,m, so lässt sich die Differentialgleichung {12.) folgendermassen 

schreiben : 

,131 J-y _ P..W ä'-'f P,.(») i", P,.(») 

^ '' dx'^ x — a^ dx"'' {x — a^y dx'^~^ (x — a^y^' 

Es sei [i4T 

y - ix-aju, 

so verwandelt sich diese Differentialgleichung in die folgende: 

(141 <i-.. _ f;,W d—u r,.(x) ä-"n ^ P„(x) _^ 

^ '' dx'" x — tti die™"' {x — O'iT dx'"'" {x — a^f ' 

wenn man zur Abkürzung setzt; 

r{r~l)...{r-a + 2)P^^{x) 

r{r-l)...(r-a+3)F,,ix) 

1.2...(a-3) r(r-l)...(r-a+i)P,,{x) + .- + F,,{x) 

für a — 1 , 2 , . . . , m. 

Es wird in der nächsten Nummer gezeigt, dass die Differentialgleichung 
(13.) ein oder mehrere Integrale von der Eigenschaft hat, dass sie mit einer 
endlichen, bestimmten Potenz von x — a. multiplicirt in der Umgebung von a 
eindeutig, endlich und continuirlich und in a. von Null verschieden werden. 



-»(,,.-1)... 


(m-n+l) _ 


1.2.. 


. a 


{M-l)lm^!!). 


..(m-a + l). 


1.2...(, 


i-l) 


(».-a)(m-3). 


..(M-a+l) 


1.2...(, 


»-2) 


{m-3)(«-4). 


..(«.-«+!) 
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Ist (3; — ay diese Potenz für eines dieser Integrale , so muss der Differential- 
gleichung (14.) durch eine in der Umgebung von a^ convergente Reihe 

« = |.«.(«-»,)" 

genügt werden, wo c, von Null verschieden ist. Setzt man diese Reihe für 
M in die Differentialgleichung ein, so ergiebt der CoefUcient von {x — a^y die 
Gleichung : 

p;„ («,.). c„ = 0. 

Da aber c^ von Null verschieden ist, so rauss -P,^(«) = *> sein. Sind daher 
Vi iVi ■• ■■■ly'n Elemente des zu a^ gehörigen Tundamentalsystems mit der 
angegebenen Eigenschaft, so sind die Exponenten q\^, r.^, ..., »v^, zu denen sie 
gehören, Wurzeln der Gleichung 

(15) 1 r{r~l)...{r-m + r)-r{r-l)...{r-m + 2)P,^{a,) 

\ -r{r-l)...{r^m+%)F,,{a,) '■-P.>-,K)~P™k) =^ 0. 

148] Setzt man * = -, so findet man ohne Mühe, dass die Differentialgleichung 
(]2.) übergeht in: 

wo die Grössen 0,{^), 0^{^), ..., 0_^^{() rationale Functionen von t sind, die für 
i= endlich bleiben. Es ergiebt sich alsdann, dass wenn y,^"^", 2/j^"^", .. ., J/^^"^" 
diejenigen Elemente des zum Punkte co gehörigen Fundamentalsystems sind, 
welche mit einer bestimmten endlichen Potenz von — multiplicirt in der 
Umgebung von x = 00 endlich , eindeutig und continuirlich und für a; ^ cx^ 
von Null verschieden werden, die Exponenten ''„+, ,, '■,+12, ■ • -, *" +,„, zu denen 
sie gehören, Wurzeln der Gleichung 

(11) i '■('■- 1) ■ ■■(*■-"*+!)-**('■- ^) •■■('■-'» + 2)<I>.(0) 



Um den in der vorigen Nummer versprochenen Nachweis zu geben, 
wir von der Differentialgleichung: 



,{i-) 



■i-y _^ P„{x) d-'y T,(x) d-'y F,Jxl 
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aus, WO i eine der Zahlen 1, 2, ..., p bedeutet. Die Wurzeln der Gleichung 

denken wir uns so geordnet, dass der reelle Theil jeder folgenden in alge- 
braischem Sinne nicht grösser sei als der irgend einer vorhergehenden, und 
sie seien in dieser Reihenfolge r.^,r.^^. ...,r.^^. 
Setzt man nun 

so geht die Differentialgleichnng (1 .) über in 

wo die Grössen Q^Sp) aus den Grössen P'^Jp) der Differentialgleichung (14.) 
der vorigen Nummer erhalten werden, wenn man in den Ausdrücken der 
letzteren r.^ statt r setzt, und in dem aus P[Jia:) hervorgehenden Ausdruck [149 
den durch (2.) entstehenden Factor x — a^ fortlässt. 

Wir formen nunmehr die Differentialgleichung (3.) um in: 



-^"■'^ dx 

W-. d" 







/ («-., 




"-«.(«,)■(«-«. 


,)"- 


dx-' 




(*■) 


^ 




3F- 








1 


+ «,^ 


,W.(-«,)^ + 


Q,. 


W«, 


wo 


zur 


Abkürzung 














feW- 






.Ml 


= ÖL .( 



■■ «.w, 



ist. 
Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Eeihe 
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ZU genügen, so ündet man für jeden positiven ganzzahligen Wertli von k: 
I [(k + 1)1^1^-1). ..(k~m-l2)-Q,^{a,). {Je + l)h(k-l)...{k~m + B} 
(5.) -Q,,(a,)(k + l)k(k-l)...{k~m + i) Q,_^^^ («,) {k + 1)] c,.„ 

worin die Grössen A sich aus den Coefficienten der Reihenentwickelungeu 
der Functionen Q'^^{x), Q,'.^{x), ..., Q^^(x) nach Potenzen von x-~a. und aus 
numerischen Grössen durch die blossen Operationen der Addition und Multi- 
plieation zusammensetzen. 
Die Gleichung 

I -Q.^(a,)iviw-l)...{w-m + 4) ft,™_,W = 

hat, wie ohne Mühe gefunden wird, die Wurzeln 

(7.) '■.s " »"ii — 1 j »"fo — *■,! — 3' ! *■;! — ''ii — 1 1 •■■! 'Vm — »Vi — !■ 

Keine dieser Grössen kann wegen der über die Eeihenfolge der Wurzeln 
'So] '"i, 1 ^,s 1 ■ ■ ■ 5 ^".^ gemachten Voraussetzung einer positiven ganzen Zahl oder 
der Null gleich sein. Demnach bleibt für jeden positiven ganzzahligen Werth 
von }c und für k ~ d der Coefficient von c^^, der Gleichung (5.) von Null 
verschieden. Daher lassen sich mit Hülfe dieser Gleichung sämmtliche Coeffi- 
cienten c unter der Form darstellen : 

(8.) c„ = S(„c„ 

für alle positiven ganzzahligen Werthe von q. 

Es seien die Maxima der Moduln der Functionen 

Q'üi^), QiM «,..-, {^), Q.,.i^) 

in der Umgebung von a. resp. M^, M^, . . . , M^_^, M^, so ist bekanntlich für 
jeden ganzzahligen positiven Werth von a: 

mocifteiÄ) <i.2.3...„i, 

\ iJx" /^. r" ' 

mod jV - < 1.3.3. .,a—^, 
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_, i—i 






dx'- 
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WO r die Entfernung des Punktes a. vom nächsten singulären Punkte und 
if{io))a^ den Werth von f{x) für x = a,. bezeichnet. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung: 



(10.) 



^t> ^ij ^sj ■ ■ -1 7™_i beliebige positive Grössen sind, jedoch der Beschränkung 
unterworfen, dass die Gleichung 

(11.) y,w(w-l)...(iv-m+B) + y^w{w-l)...(w~m-\-i)+--- + y^_, = 

weder eine ganze positive Zahl noch die Null zur Wurzel habe. — Versucht 
man auch der Differentialgleichung (10.) durch eine Eeihe 

ZU genügen, so ergieht sich für jedes ganzzahlige, positive Je die Eelation [151 

wo die Grössen B sich ebenso aus den Coefticienten der Reihenentwickelungen 
der Functionen x- 'T i '.''' ' — ä- " a '--■'" '" x'-a '^^'^^ Potenzen von x~a. und 

aus numerischen Grössen zusammensetzen, wie sich die Grössen A der Glei- 
chung (5.) aus den entsprechenden Coefficienten der Reihenentwickelungen 
von Q\^(x), Q^g(*), ■■■, ö(„,(^) ^^^^ ^^^ denselben numerischen Grössen zusammen- 
setzen. Da die Grössen B sämmtlich positiv sind, so folgt aus den Ungleich- 
heiten (9.), dass 

(13.) B,„>modA„ 

für a= O.i, ...,k. 
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Es giebt stets eine endliche Grenze für h,hT=t^ derart, dass für h^t 

\ >j',/:(/;~l)...(&-m+3) + j',7£(7c-l)...(7c-m+4) + -. + r^„.. 

Da nun nach Gleichung (12.) sich jedes g unter der Form 
(15-) 9. = K% 

darstellen lässt, wo i8„ eine positive Zahl ist, so sind alle Grössen g positiv, 
wenn man g^ positiv annimmt. — Aus den Ungleichheiten (13.) und (14.) in 
Verbindung mit den Gleichungen (5.) und (12.) würde für jeden ganzzahligen 
Werth von h folgen 

(16.) sr.^modCi, 

wenn dieses für li^t stattfände. 

Nun sei unter den Moduln der Grössen 

1, ai,, 31,, ...,% 

A der grÖsste, und unter den Grössen 



B die kleinste, und c^ so gewählt, dass 

(17.) Amodc„ < B^„. 

Da die Grössen g^, B und A von Null verschieden sind, so ist diese 
Ungleichheit immer ei-füllhax und liefert für c„ von Null verschiedene Werthe. 
152] Alsdann ist für h^t, folglich für jedes Ic 

Wenn daher die Reihe 

!-■ = Sci^ii(^-«;)" 
convergirt, so convergirt um so mehr die Reihe 

wenn man über c^ gemäss der Ungleichheit (17.) disponirt. 
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MultipHcirt man die Gleichung (10.) mit 1 '- und substituirt alsdann 

die Bejhe für v, so ergiebt sieb für jeden ganzzabligen Werth von k 

I [(S +l)t(i-l).. .(*-». + 3),, + (i + l)i(i-l)...(i-». + 4)y, + ... 
(18.) / „ [s(;i-l)...(i-».+ 2)f.&-+JKWi(i_l)...{;,_„,+ 3)(^+JK,] + -. 



Daher ist 



lim 



g.„(»-°.)'" 



-«■)* 
Die Reihe für v ist daher convergent für alle Werthe von X, für welche 

Da y^ und r von Null verschiedene positive Grössen sind, so findet 
die Convergenz innerhalb eines endlichen, uin den Punkt a beschriebenen 
Kreises statt. 

Daraus folgt, dass die Reihe 



innerhalb desselben Kreises convetgirt. Es giebt daher eine innerhalb 
Kreises und folglich nach No. 1 in der ganzen Umgebung von «^ ein- 
deutige , endliche und continnirliche und in a^ von NuU verschiedene Function 
u, welche der Differentialgleichung (3.) genügt. 

Hiernach giebt es also ein particuläres Integral der Differentialgleichung [153 
(1.), ^jj, welches mit (ic— «,) *' multiplicirt in der Umgebung von a^ eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a^ von Null verschieden ist. 

Setzt man jetzt 
(19.) y = yijzdx, 

SO erhält man für s eine lineare Differentialgleichung m — \^' Ordnung der 

Fnclis, mathem. Werke. I. SO 
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Form: 

^ "' dx'^ ' x — a^ dx''" '' {x — üff däc™ ' (a; — aj™ ' ' 

worin die Coeftiöienten G-^ix), G^{x), ..., G^^^^^{x) runctionen sind, welche 
innerhalb eines endlichen den Punkt a^ umgebenden Kreises S eindeutig, 
endlich und continuii-lich sind. 
Die Wurzeln der Gleichung; 

. j ry--^) ...{r'-m + 2)-r\r'~l) ...{r'~m + Z)G,,{a,) 

\ -r'{r-l)...{r'-m^'^)G,,{a,) »■'&;,«>_j(«i)-(?,-,»_.(«.) = 

sind, wie leicht zu zeigen, 

(20.) j-g - r,.j - 1 , r;, - ?-,.j - 1 , y,-, -'i^-l, ..., r^,^ - j',-. - 1. 

Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von, r^,^, r.^, ..., r^^ gemachten Voraussetzung in der Reihenfolge 
(20.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraischem 
Sinne nicht gi'össer ist als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 

Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der zu dem 
Exponenten j;,^ gehörigen Function ^., ergründet wurde, die Existenz einer 
Function s, nach, 



5 S eindeutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden 
wird. Setzt man in die Gleichung (19.) z^ statt s, so erhalt man ein Integral 
der Differentialgleichung (l.) von der Form p^^ = ?, + fgiog(3: — a^), wo ^^ und 
9j nicht unendlich viele Potenzen von (^r — aj"' enthalten, so dass ?/.^ mit 
einer endlichen Potenz von x—a^ multiplieirt für x^ a^ endlich wird. 
Man setze nunmehr 
(21.) s = ^Jtdx, 

so erhält man für t eine lineare Differentialgleichung m — 2*" Ordnung der 
Form: 

d"-'^ _ G\^ix) d^ G'Jx) 



(Ib.) 



dx"" ' x — tti dx'" ' {x — aiy dx"^"^ ' [x — a^'"' 



worin die Coefficienten G\^{3i)^ G[^{x), ..., G\^_J^x) Functionen sind, welche 
IS4-] innerhalb eines endlichen den Punkt «^ umgebenden Kreises S' eindeutig, 
endlich und continuirlich sind. 
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Die Wurzeln der Gleichung: 

l -r"(r"-l)...ir"-m + 5)G',^{a,) ^"ö;,„,_,K-) -(?;,,_,(«,) ^ 

sind, wie leicht zu zeigen, 

(22.) r^^ — r^,-!, r,., — r^,-l, ,.., r,.^--?-,.^ — !. 

Dieselben haben in l'olge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von *',-,) ''„,■■ -j ''^^ gemachten Voraussetzung in der Reihenfolge 
(22.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraischem 
Sinne nicht grosser ist als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 

Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der Functionen 
y.^ und s!^ ergründet wurde, die Existenz einer Function t^ nach, welche mit 
(x — a^) *^ '^ multiplicirt innerhalb des Kreises S' eindeutig, continuirlich 
und endhch und in a^ von Null verschieden wird. Setzt man in die Glei- 
chung (21.) ij statt f, so erhält man ein Integral der Differentialgleichung (1a.) 
von der Form 3^ = '^[+^[^og(x — a^), wo cpj und ff'^ nicht unendlich viele Po- 
tenzen von (x — a^)'^ enthalten. Setzt man diesen Werth von 3^ statt s in die 
Gleichung (19.) ein, so erhält man ein particuläres Integral der Differential- 
gleichung (1.) der Form )/,^ = (p"+'fj'log(a: — <i!.) + ipj'[log(3;~ö()]', wo <f",fli^l 
nicht unendlich viele Potenzen von {x — a.)~^ enthalten, und daher ^^^ mit einer 
endlichen bestimmten Potenz von x—a. multipliciit für x = a^ endlich wird. — 
Fährt man so fort, so wird die Existenz von m particulären Integralen der 
Differentialgleichung (1.), welche nach No. 1 in der ganzen Umgebung von «_, 
definirt sind, und nach No. 2 ein Fundamentalsystem bilden, nachgewiesen, 
die alle mit bestimmten, endlichen Potenzen von x — a^ multiplicirt für x = a^ 
endlich werden. Daraus folgt aber, dass alle Integrale der Differentialgleichung 
(1.) dieselbe Eigenschaft besitzen. 

Ähnlich wird für den Punkt ca der Beweis geliefert, indem man hierbei 
von der Differentialgleichung (16.) der vorigen Nummer ausgeht. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich also umgekehrt: 

Jedes Integral der Differentialgleichung (12.) der vorigen 
Nummer hat die Eigenschaft, mit einer bestimmten endlichen 
Potenz von x—a multiplicirt für jeden endlichen Werth von «, 
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und mit einer bestimmten endlichen Potenz yon x multiplicirt 
für X =■ oo endlich zu werden. 

«55] 6. 

An die Untersuchungen der beiden vorigen Nummern knüpfen wir noch 
einige Folgerungen. 

I. Wenn eine Function F die Eigenschaft hat, mit {x — a^)~'' multiplicirt, 
in der Nähe von a^ die Gestalt einer ganzen rationalen Function von log(x— ß^) 

(1.) {x-a^y'F = ?o+?ilog(*-ö.) + 'p3[log(«~ßi)r + --- + fn[log(a'-ajr 

anzunehmen, deren Coefficienten in der Nähe von a. eindeutige, endliche und 
continuirliche Functionen von x sind, so kann h so gewählt werden, dass 
(x-~a^~*F für X = a^ auch nicht mehr verschwindet und nur unendlich wird 
wie eine ganze Function von \o^{x — a^ 

L = a + blog(x — ai) + c[\og(x — a^)Y-\ h i [log {x — a^Jf 

mit Constanten Coefficienten a, b, c, ..., L Wir sagen alsdann in Überein- 
stimmung mit II. in No. 4, dass F zum Exponenten h gehöre. 
1) Es sei G{x) eine wie F beschaffene Function, so dass 

(3.) Gix) = '!^,+ '^,log(x-a,) + '^,[hgix-a,)y + ■■■ + '[,[log(x^a,)f, 

und es gehöre G(x) zum Exponenten r, so ist fG(x)dx (wo die Integrations- 
constante Null genommen wird) eine wie F beschaffene Function, die 
zum Exponenten r + 1 gehört. 

Da es einleuchtend ist, dass das Integral fG{x)dx eine wie F beschaffene 
Function iet, so ist nur zu zeigen, dass es zum Exponenten r + 1 gehört. 

Setzt man 

so ist 

(3.) fG{x)d.x = £4/(^-«,r{iog(^-«,)]"'^^+|,ia4/(^*«iX''Miog(^-«<)r<^^- 

Die einfache Summe und die Doppelsumme rechter Hand lassen sich resp. 
auf die Form {x — aj'^^ri und (x-aj'^'ii bringen, wo für- x = a. die Fimction 
d verschwindet, 7) aber von Null verschieden ist und nur unendlich wird wie 
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ein Ausdruck L. Hieraus ergiebt sich, dass fG(x)dx zum Exponenten r-fl 
gehört. 

2) Sind ferner G{x) und G^fa;) zwei wie F beschaffene Functionen, die 
resp. zu den Exponenten r und r^ gehören, so ist das Product eine wie 
F beschaffene Function, welche zum Exponenten r + r^ gehört. 

Wir haben am Schlüsse der vorigen Nummer ein gewisses Fundamental- [156 
System hergeleitet, welches wir mit Hülfe der eben festgesetzten Principien 
näher untersuchen wollen. — Um das Element y^^ zu erhalten, dient die 
Heihe der abgeleiteten Differentialgleichungen m~\ ^", m — ^^' bis zu der 
m — a + 1*" Ordnung. Jeder dieser Differentialgleichungen entspricht eine ge- 
wisse Reihe von Grössen, und zwar denen von der Ordnung m — \ und m — 1 
resp. die Reihen (20.) und (22.) der vorigen Nummer , und allgemein der von 
der Ordnung m — a + 1 die Reihe 

(4.) *'rt~''(,fi-l~-^' '"i,n+l"~''iil-l~ ^I *'i,a-|-2~ '*.Ml-l"l! •••I '"rm~''i,(l-l~-'- 

Nach den Entwicklungen der vorigen Nummer hat die Differentialgleichung 
der m — + 1*™ Ordnung ein Integral, welches mit {x — a^ '" ''""' mnlti- 
plicirt in der Nähe von «,. eindeutig, endlich, continuirlich und für x = 0,. 
von Null verschieden ist, also eine wie F beschaffene Function ist, die zum 
Exponenten ?■;[, — »■.a.,— ! gehört. Bezeichnen wir das Integral mit );„, so ist 
nach dem Verfahren am Schlüsse der vorigen Nummer 

(5.) 2/i[i ^= Vnfäxv^... CäxVa^^jäxVa^^fdxv^. 

Durch wiederholte Anwendung der beiden für die wie F beschaffenen Functio- 
nen gegebenen Satze ergiebt sich, dass y.^ eine wie F beschaffene Function 
ist, die zum Exponenten 

(n« -'■;,»-. -1) + 1 + (*V,a-.~''a-2-i) + 1 + •■■ + ('■,■,-»■,■,-1) + 1 + '■„ = )\„ 
gehört. 

Ähnliche Betrachtungen gelten für die Differentialgleichung (16.) der 
Nummer 4. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zu jedem singulären Punkte a. der Differentialgleichung (12.) 
in No. 4 (und zum Punkte 00) gehört eine der Gleichungen (15.) 
(und die Gleichung (17.)) derselben Nummer. In der Umgebung 
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irgend eines dieser Punkte giebt es stets ein Fundamentalsystem, 
dessen Elemente den Wurzeln der Gleichung (15.) (oder (17.}) der- 
art entsprechen, dass zu jeder Wurzel ein Element als zu seinem 
Exponenten gehört. 

Diesen Satz kann man auf jede der nach dem Verfahren am Schlüsse 
der vorigen Nummer abzuleitenden m — 1 Differentialgleichungen anwenden, 
derart, dass für die Differentialgleichung m — a + 1*^'' Ordnung die Eeihe (4.) 
die Exponenten enthält, zu denen die Elemente ihres Fundamentalsystems ge- 
hören. Setzt man in dieser Eeihe a — 2,3,...,m, so erhält man m—1 Reihen, 
157] die zusammen alle Differenzen der Wurzeln ''fi! »'is, ■ ■ ■, ^;™ enthalten. Es 
seien irgend zwei dieser Wurzeln r.^ und i\^ einander gleich, wo A > ft, so 
giebt es ein Integral w einer bestimmten der m~l abgeleiteten Differential- 
gleichungen, welches eine wie F beschaffene zum Exponenten '"ü"**« — 1 ge- 
hörige Function ist. Geht man von dem Integrale w aus, um nach dem 
Verfahren der vorigen Nummer ein Integral der ursprünglichen Differential- 
gleichung zu bilden, so fuhrt schon die erste Integi'ation einen Logaiithmus 
ein, 80 dass das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung ebenfalls 
IjOgarithmen enthält. Man hat daher den Satz: 

Sollen die Integrale der Differentialgleichung (12.) der No. 4 
in ihrem Ausdrucke in der Umgebung eines singulären Punktes 
a, (oder des Punktes co) keine Logarithmen enthalten, so darf die 
zugehörige Gleichung (15.) (oder (17.)) derselben Nummer keine 
gleichen Wurzeln haben. 

Aus dem Verfahren am Schlüsse der vorigen Nummer ergiebt sich ferner 
leicht : 

Wenn die Differenzen der Wurzeln einer zum singulären 
Punkte a. (dem Punkte co) gehörigen Gleichung (15.), ((17.)) der 
No. 4 weder Null noch ganze Zahlen sind, so enthalten die Inte- 
grale der Differentialgleichung (12.) derselben Nummer in ihrem 
Ausdrucke in der Umgebung dieses Punktes keine Logarithmen. 

Sind dagegen einige dieser Differenzen ganze Zahlen, so können Loga- 
rithmen auftreten. 

IL Ist ein In tegral y einer linearen Difi'eventialgleichung eine alge- 
braische Function , so Jiat dasselbe in der Umgebung eines singulären 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 199 

Punktes a bekanntlich die Gestalt: 

"WO ft die Anzahl der Elemente desjenigen Cyclus der Wurzeln der alge- 
braischen Gleichung zwischen x und y ist , zu dem y gehört , und v eine 
positive ganze Zahl oder Null bedeutet, je nachdem y im Punkte a unendlich 
oder endlich ist. (Vergl. Püiseux in Lioutilles Journal de math^matiques, 
t. XV und XVI.) Ein solches 'Integi'al wird daher mit einer bestimmten 
Potenz von x — a multiplicirt für x = a endlich. Hat daher eine lineare 
Differentialgleichung nur algebraische Integrale, so hat sie die Gestalt der 
Differentialgleichung (12.) in No. 4. Ferner ist ersichtlich, dass zu jedem 
singuläi'en Punkte ein Fundamentalsystem von der Form (9.) in No. 3 gehört. 
Die Elemente desselben gehören nach I. dieser Nummer zu verschiedenen [158 
Exponenten, welche "Wui-zeln der Gleichung (15.) oder (17.) der No. 4 sind. 
Da aber eine algebraische Function nach einer endlichen Anzahl von Um- 
läufen um einen singulären Punkt ihi'en ursprünglichen Werth wieder annimmt, 
so müssen die Wurzeln dieser Gleichungen rationale Zahlen sein. Hieraus 
ergiebt sich der Satz : 

Wenn einer linearen Differentialgleichung, deren Coeffi- 
cienten in der ganzen Ebene eindeutig, und nur für eine end- 
liche Anzahl von Punkten unstetig sind, nur algebraische Inte- 
grale genügen, so gehört sie zu der durch die Gleichung (12.) in 
No. 4 characterisirten Klasse von Differentialgleichungen. In 
diesem Falle sind die Wurzeln der Gleichungen (15.) und (17.) 
von einander verschiedene rationale Zahlen. 

III. Nimmt man in der Differentialgleichung (12.) in No. 4 51 = 1 an, so 
reduciren sich sämmtliche Functionen F _J^x), F^f„_Jß)t •■■■, -fm(p-i)(^) ^^^ Con- 
stanten, und man erhält eine Differentialgleichung der Gestalt 

(6) ^!:9 ^_ji_ir:!/ , L__^r:!!i+...+ k , 

(te™ x — a, äx""' ' {x — a^y dx'" ' (« — ßj™^' 

'^'^ f.i fs) ••■) /m Constanten sind. — Die Exponenten der Elemente des zu 
dem Punkte flj gehörigen Fundamentalsystems *■,! »'ai ■■ •> *"», ^^^^ die m Wurzeln 

der Gleichung 
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1 r{r-l}...ir-m + l)-f^r(:r-i)...(r-m + 2) 
^ ■-' I -f^r{r~l)...(r-m + 3) f„, = 0. 

Setzt man y = (x~aj ".«, so erhält man eine Differentialgleicliung für u, 
in welcher der Coefficient von u verschwindet, welcher also durch u = Consfc. 
genügt wird; daraus folgt, wenn die Gleichung (7.) nur ungleiche Wurzeln 
hat, dass die Functionen 

(8.) i^-aj^, ix-a,)'\ ..., {x~aj^ 

seihst das zum singulären Punkte a^ gehörige Fundamentalsystem constituiren, 
so dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung (6.), wie bekannt, 

!/ = %.',('>-'',)'' 

wird, wo c,, Cj, •■■? ^^ Constanten sind. 

Sind aber mehrere Wurzeln der Gleichung (7.) einander gleich, so seien 
l Wurzeln gleich r^, l^ Wurzeln gleich r^ etc. X^ Wurzeln gleich r und 
159] ^1 + ^1,+ — v X^ = m. Es bilden alsdann die Gruppen von Functionen, welche 
man erhalt, wenn man in der Gruppe 

{x-aj; {x-a,)''l«g{x~a,), {x-a,)''[l„s{x-a,)Y, ..., {a;-«,)''"[l»g(«-»,)]'"~' 

für a successive l, 2, ..,,« setzt, zusammengenommen das zum singulären 
Punkt öj gehörige Fundamentalsystem, ganz mit unserer allgemeinen Theorie 
übereinstimmend. 

(Vergl. Cauchy, Exercices de mathematiques, vol. I, pag. 261.) 



I. Die Ditferentialgleichung, welcher die durch die GAüsssche Reihe 
J^(a, j5, y, a;) darstellbaren Functionen genügen, gehört zu der in den Xum- 
mern 4 und 5 behandelten Klasse von Differentialgleichungen. Sie wird näm- 
lich in der allgemeinsten Form aus der Differentialgleichung (t2.) in No. 4 
erhalten, wenn man m = 9. und die Anzahl der singulären Punkte 9=2 
annimmt, so dass sie die Gestalt hat: 
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WO F^{x) und FJ^x) resp. ganze Functionen ersten und zweiten Grades von 
X sind. 

Um die specielle Form derselben, wie sie Riemank in der oben erwähnten 
Abhandlung (S. 19^)) gegeben hat, zu erhalten, sei: 

a, == 0, a, = 1. 
Setzt man 

so sind die Gleichungen, wodurch die Exponenten der zu den Punkten 0, 1, oa 
gehörigen Fundamentalsysteme bestimmt werden, resp. 

(a) r{r~l) + f,r-g, = 0, 

(b) r{r-l)-(f„ + f,)r-(g, + g^ + g,) = 0, 
(C) r{r~l) + i2+Qr~g, = 0. 

Bestimmt man die Constanten /;, f^, g^, g^, g^ dadurch, dass man die 
Wurzeln der Gleichung (a) gleich a und «', der Gleichung (b) gleich und y', 
der Gleichung (c) gleich ß und ß' annimmt, wo 

a + a'+ß + ß'+y' = 1, 

so geht die Differentialgleichung (1.) über in: 

welches die RiEMANNSche Form ist. Wird hierbei angenommen, dass die 
Grössen tt — a,ß'—ß,y' weder ganze Zahlen noch gleich Null sind, so gehört 
zu jedem der Punkte 0, 1, oo ein Fundamentalsystem der Form (9.) in [i6o 
No. 3. Von dieser Form der Integrale der Differentialgleichung (2.) ist Rie- 
MANN ausgegangen. 

II. Die Diiferentialgleichung (12.) in No. 4 enthalt ausser den die Lage 
der singulären Punkte bestimmenden Gonstanten ö^, a^, ..., « im Allgemeinen 
noch —^ — '-^ — — ■- '^ ■ - ■ Constanten , nämlich die Coefficienten der ganzen 
Functionen F (x), F^ (x), ..., F^ _^^(x). Zu jedem singulären Punkte ge- 
hören m Exponenten (die den Elementen des bezüglichen Fundamentalsystems 
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zuertheilt sind), also zu allen singulären Punkten (den Punkt oo mitgerechnet) 
m(p + I) Exponenten. Von den letzteren sind nur »»(p + l) — 1 willkürlich, da 
die Summe aller (nach No. 4) einer bestimmten ganzen Zahl gleich ist. — 
Die Anzahl der willküi-lichen Exponenten ist der Anzahl der Constanten der 
Bifferentialgleichung gleich, wenn 



oder 

(3.) <■=' + !• 

so dass entweder 

m = 1 und 9 = 3, 
oder 

m = 2 aad. Q = 2. 
Hieraus folgt: 

1) Sind die Exponenten der Elemente der zu den einzelnen 
singulären Punkten gehörigen Fundamentalsysteme gegeben, so 
sind die Constanten der Differentialgleichung, welcher die durch 
die GAUSssche Reihe darstellbaren Functionen genügen, folglich 
auch abgesehen von constanten Factor en die Elemente der Funda- 
mentalsysteme selbst, YoUständig bestimmt. 

Dieser Satz stimmt im Wesentlichen mit dem von Kiemann in der ange- 
führten Abhandlung No. IV, Seite 11 sqq.') gegebenen iiberein, welcher dort 
auf andere Weise hergeleitet ist. 

Es folgt aus der Gleichung (3.): 

2) Den Fall einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit 3 singulären Punkten abgerechnet, ist die Differential- 
gleichung (1.), welcher die durch die GAusssche Reihe darstell- 
baren Functionen genügen, die einzige aus der Klasse der durch 
die Gleichung (12.) in No. 4 reprasentirten Differentialgleichungen, 
welcher die in 1) angegebene Eigenschaft zukommt. 

Berlin, October 1865. 
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1) Änderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S. 163, Zeile 2 v. u. cf'yi statt cj""3/i, 
„ 166, „ 8 V. n. ihren statt ihre, 
„ 174, letzte Zeile m-2 statt w-1, 
„ 17B, Zeile 7 m-3 statt m-2, 
„ 17G, 177, 181 fünfnial Z-a'J^ statt 2iiJ, 

/ 1 \ ~ ^e+',s + * / 1 \ ~ ''e-i-iin ^ 

„ 183, letzte Zeile — statt ~ , 

„ 134, Zeile 13 in der zweiten Gleichung yÄc «i statty«i, 

„ 196, Gleichung (3.) unter dem zweiten Integralzeichen [log(ffi— (li)]" statt log(s;— n^), 

„ 200, Zeile 3 (x-a,)^" statt (x-a)\ 

2) Der Beweis (No. 4, S. 184, Tergl. auch die No. 2 der folgenden Ahhandlung), daas der Äusdrucli 

_2 ,,,+ '""»-^) 
(a) Au ( -O ^ 

für fl! = a nicht \etsch^mdet erfoidert wie Hen J T*n\bb^ (Anniles de lEcololSoimale SuiCrieuie 
Sei II Bd 4 1*575 & 150) bemerkt h^t für den FaJl wo einige dei i „ eiaaiu3er glent weiden eme 
Erg&nznng E^ kann sich nimhch m diesem Falle eieignen dass die GrD'isen t „ duich die ihnen in der 
No 1 II aiifcilegte Bedingimg ■nonich e? em Fundamentalsystem yi' y ' giebt welches (nach der 
in dei No 61 b 196 ein^efihiten Temin loi,ie1 zu die en Grössen ils Exponeiten gebort iicht \olI 
kommen bestimmt sind (vei^l das \on Hein T^nveri a i anfgestellte Beispiel) man kinn dann 
im sigen da s si h steti ein rmdimental jstem ansehen laest für welches die Exponenten j ^ zu 
denen es gehört so lieÄthifien sind dasa dei Ai »f Iru k (a) in der Thit tu a, = a emen endl chon und 
von Null verschiedenen ^\ ith anninmt und iTiar stimmen diese Expoienten mit den Wurzeln d i 
rieichung (15) der No 4 (S 18ö) — na h dei m No 4 dei i Irrenden Abhanllung {b '>'>(i dipses 
Bandes) einf,eflihrten Teiminologie dei dem Punkte c = a entspie tenden deteiminiienlen Fundamental 
^leichung — überem (ygl auch SriCKELBEEGEE ?u( Theorie der lineaienDiieientialgteichungen Leipzig 
IbSl b 14-17) 

In Bezug auf das Citat S ''00 und die inthimli he Clei htm" fj) der No " (^ 202) nehst den 
aus diesei gezogenen Folg et uncen ^ergl die der Toiheigehenlen Abhindlung hinz ig fugten Ann PTkin^en 
zu S 147 und zu No 6 II Sch 
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ZUE, THEORIE DER LINEAREN DIFFEEENTIALGLEICHUNGEN 
MIT VERÄNDERLICHEN COEFEICIENTEN. 

(Ergänzungen zu der im 66^^°" Bande dieses Journale enthaltenen Ab- 
handlung. ^)) 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, B3. 68, 1868, S. 354—385.) 



Einleitung. [354 

Im Folgenden erlaube ich mir einige Ergänzungen zu meiner im 66^'™ 
Bande dieses Journals enthaltenen Arbeit*) zu liefern, und daran einige weitere 
Entwickelungen zu knüpfen. Die Satze der §§ 4, 5, 6 der angeführten Ab- 
handlung ergehen sich aus der Untersuchung beliebiger linearer homogener 
Differentialgleichungen, eingeschränkt auf das Gebiet eines singulären Punktes, 
in welchem die Coefficienten eine gewisse Gestalt annehmen. Die bei dieser 
Untersuchung eich ergebenden Sätze stellen sich nicht bloss als die wahre 
Quelle der dortigen Entwickelungen dar, sondern gestatten auch anderweitige 
Anwendungen. Die bei der besonderen Form der Coefficienten aus denselben 
auf rationale Weise abzuleitende Gleichung wird mit der «Fundamental- 
gleichungH, welche aus den Coefficienten der Diiferentialgleichung auf trans- 
acendente Weise gebildet ist, in engere Beziehung gesetzt, indem die Wurzeln 
der ersteren in Gi'uppen vertheilt werden, welche Gruppen einander gleicher 
Wm-zeln der letzteren entsprechen. Die diesen Gruppen zugehörigen Integrale 
verlaufen in der Umgebung des singulären Punktes gewissermassen für sich 
selbst, so dass die abgesonderte Betrachtung derselben zu den Fundamental- 
eigenschaften der Integrale führt, ein Umstand, der sich schon bei der Unter- 
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Buchung der allgemeinen Foim der Integrale in der Umgebung eines beliebigen 
singulären Punktes in der oben angeführten Abhandlung § 3 kundgegeben. — 

Es wird gezeigt, dass die linearen nicht homogenen Differentialgleichungen 
sich unserer Untersuchung unterwerfen lassen, wenn man ihnen gewisse lineare 
homogene Differentialgleichungen zuordnet. Die sich dabei ergebenden Sätze 
liefern auch ein wahres Kriterium dafür, ob für singulare Punkte, in deren 
Umgebung die Coefficienten die oben angeführte besondere Form haben, in 
den Integralen einer Grruppe Logarithmen auftreten. Dieses bildet alsdann 
35S] den Ausgangspunkt zur Unterscheidung der wirklich singulären Punkte 
von den nur scheinbaren einer beliebigen Differentialgleichung. 

Bei den Citaten aus der oben angeführten Abhandlung möge des Zeichen 
A. gebraucht werden. 

1. 

In der eben erwähnten Abhandlung § 3 ist die Gestalt der Integrale der 
linearen Differentialgleichung 

in der Umgebung eines singulären Punktes fixirt worden, in der Voraussetzung, 
dass die Coefficienten der Differentialgleichung in der Umgebung desselben 
Punktes eindeutig sind, Ist a ein solcher singulärer Punkt, so gehört zu dem- 
selben eine Gleichung A = d des m'™ Grades, deren Coefficienten gewisse 
von der Natur der Differentialgleichung abhängige Constanten sind, welche 
wir Fundamentalgleichung genannt haben (A. § 3 Gl. (6.)). Die Wurzeln 
derselben (o,, (o^, ..., (o^ sind stets von Null verschieden. Sind nicht zwei der- 
selben gleich, so ist gezeigt worden, dass es ein Fundamentalsystem von Inte- 
gi-alen y^, y^, ■■■■,y^ giebt von der Beschaffenheit, dass 

(2.) 2/„ = (^-«f>a (ü = l,2,..„«^), 

wo h^ = 2^ log oj„ und 9^ eine in der Umgebung von a eindeutige Function 
ist. — Wenn hingegen die Fundamentalgleichung mehrfache Wurzeln enthält, 
wenn z. B. lo^ eine A fache Wurzel derselben ist, so entspricht dieser Gruppe 
einander gleicher Wurzeln die Integralgruppe 
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WO (p^g in der Umgebung von a eindeutige Functionen von der Beschaffenheit 
sind, dase cp als eine lineare homogene Function mit constanten Coefiicienten 
von <^j^, cpj,, ..., tf^j dargestellt werden kann, während die Grössen k^, k^, ,,., fc^ 
nur um ganze Zahlen differirende Werthe des Ausdruckes -n-^logto^ bedeuten. 
Die zu den verschiedenen Wurzelgruppen gehörigen Integralgruppen bilden 
zusammen ein Fundamentalsystem. Es ist daselbst ein Verfahren angedeutet 
■worden, die lineare Abhängigkeit der Grössen 9^^ naher zu bestimmen, Haben 
nämlich die Grössen w^^ dieselbe Bedeutung wie in A. § 3 Gl. (10.), so hat 
man das System von Gleichungen: [355 



(3.) 



Aus der letzten ergiebt sich 9^^, aus der vorletzten (f^_^_^, u. s. w-, endlich 
aus der ersten r^^^ als lineare homogene Function der Grössen cp, deren erster 
Index kleiner ist als a. Ist cp^^ von Null verschieden, so folgt aus der letzten 
der Gleichungen (3.), dass auch 9„, 9aa> =Ps3» ■ ■ -i 9»-, „-, "^O" Null verschieden 
sind. Setzt man daher in dieser Gleichung successive a=2, 3,...,a und 
multiplicirt die entstandenen Gleichungen, so erhalt man 

(4.) {2T.im,Y-' .1.2 ...{a~i)'i>,„ = »„("sa ■..<"„,,-,.?„, d.h. 

I. Der Coefficient von [log{x~a)Y~' im Ausdrucke (2b.) des Ele- 
ments u ist entweder Null oder bis auf einen constanten Factor 
das Integral a^. 

Dieses Resultat lasst sich auch auf andere Weise herleiten, indem man 
direct den folgenden Satz beweist: 

n. Ist V = v^ + v^log{x-a) + v^[\og{x~a)y + --- + v^[log{x — a)J ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (].), und sind die Coefficienten v 
bis auf einen allen gemeinschaftlichen Factor (x-a)" in der Um- 
gebung von a eindeutige Functionen, so ist auch der Coefficient 
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der höchsten Potenz von log(x — a) ein Integral derselben Differen- 
tialgleichung. 

Snbstituii't man nämlich in der Differentialgleichung (1.) V für y, ordnet 
den erhaltenen Ausdruck nach Potenzen von log(a;~a) und dividirt durch 
{x — a)", so erhält man eine Gleichung der l'orra: 

(5.) P, + F,logix-a) + P,[log(x-a)f+--- + P,.[\og{x-a)Y = 0, 

wo P^, P^, P^, ..., P^ in der Umgebung von a eindeutige Functionen sind. 
Eine Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn die 
Coefficienten der Potenzen von log(x — a) einzeln verschwinden. 

Denn da sie auch bestehen bleiben muss, wenn je eine beliebige Anzahl 
von Umläufen um den singulären Punkt a gemacht hat, so folgt: 

(6.) P„+F,[log{x-a) + 2]c-Ki] + P^[\og{x-a) + 2h7:if^--- + P,[log(x-a) + 2?CT^iY= 

357] für jeden ganzzahligen Werth von k. Es entsprächen demnach einem 
bestimmten Werthe von x unzählig viele Wurzeln s der Gleichung 
P„+P,^+P,^=+-.- + P,^'- = 0, 

woraus bekanntlich folgt, dass die Coefficienten P^, P^, P^, ..., P^_ verschwinden. 
— Bezeichnet man aber die linke Seite der Differentialgleichung (1.) mit D(y), 
so ist (x — äfP,. = D{v^,). Die Gleichung P^ = o drückt also ans, dass «,. ein 
Integral dieser Differentialgleichung ist. 

Es ist überdies P^ = D(vJ + <p^, a = 1, 2, ..., r — l, wo 9^ eine lineare 
Function der Grössen v^+j, «^+5, . . ., v,, und ihrer Ableitungen ist. Die Glei- 
chungen P^ = 0, a = 0, 1, 2, ..., 3--1, sind daher Differentialgleichungen für 
^,._ii '',_2' ■■■! *'c' diirch welche man successive diese Functionen ermitteln kann. 

Da jedes wie V beschaffene Integi-al eine lineare homogene Function mit 
Constanten Coefficienten einer Integralgruppe (2b.) ist, so folgt umgekehrt 
der Satz 11. aus dem Satze I. Jedes nicht wie V beschaffene Integral ist, als 
lineare homogene Function mit constanten Coefficienten der Integi-ale (2.) und 
(2b.), eine Summe solcher wie V beschaffener Integrale. 

Zur Transformation eines Fundamentalsystems dient häufig der folgende 
Satz: 

III. Ist 2/,) ^b' ■ ■•' ^m ^^^ willkürliches Fundamentalsystem, und 
sind *'i5Vs!--.,v^ lineare homogene Functionen mit constanten Co- 
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efficienten von beliebigen n Elementen desselben y^, ij^, ■■•, y„: 



(1.) v,= 25 ^..! 

derart, dass die Determinante 



(a = l,2,. 



«), 



nicht verschwindet, so bilden «^,11^,...,^^, y^j^,, ■ ■ ., ^„, ein Eunda- 
mentalsystem. 

Denn eine Gleichung 

(8-) '^i«'i + c,i',+ --- + c„«'„+c„+,*/„+, + -'' + c„,^,^ = 

mit Constanten Coefficienten wäre gleichbedeutend mit 



^«mV«, 



-- 0. 



Da aber y^, jf^, . . ., ij^^^ ein Fundamentalsystem ist, so könnte diese Gleichung 
nur stattfinden, wenn die Coefficienten der verschiedenen y verschwinden. 
Setzt man aber die Coefficienten von y^, y^, .-., y„ der Null gleich, so folgt, [35s 
dass entweder c^ = c^ ^ ■ ■ ■ ^= c^ = 0, und daher auch in (8.) c„ = ■ . . ^ c^ := 0, 
oder C = 0. Diese letztere Gleichung widerspricht aber der Voraussetzung. 
Die Bedingung, dass die Determinante C nicht verschwindet, 
ist offenbar gleichbedeutend mit der Bedingung, dass eine Glei- 
chung der Gestalt: 

mit Constanten Coefficienten nicht stattfindet. 



Es werde in der Differentialgleichung 



(1-) 



^+P.7, 



■■■+p^y = 



*/ = {x — afs gesetzt, wo r eine beliebige Grösse, so geht dieselbe über in: 



(Ja:*" 



' dx'"' 






d^ 
''■ dx 
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WO 

(3.) i'. = | /""''""'~'~;'-'"~°'^'' .-(>-l)...('-»+6+l)(»-»)V, + (^— )>., (J..= l). 

Wenn die Coefficienten p die Form haben p^ = q^i^ — ay", wo q in der 
Umgebung von a eindeutig, continnirlich und endlich, so folgt ans (3.), dass 
P^ ebenfalls in der Umgebung von a eindeutig, continnirlich und endlich ist. 
Da die Differentialgleichung (2.) in die Differentialgleichung (l.) übergeht, 
wenn man s = (x — a)~''i/ setzt, so folgt umgekehrt, dass wenn die Grössen P^ 
in der Umgebung von a eindeutig, continnirlich und endlich sind, die Aus- 
drücke p^ip — ay dieselbe Eigenschaft haben. Unter derselben Voraussetzung 
giebt es ein Pundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichnng (1.) 
^,) ^8i ■•■5 ^™) dessen Elemente wie F beschaffene Functionen (A. g 6) sind und 
resp. zu gewissen Exponenten r^, r^, ..., r^ gehören. Diesem Fundamental- 
systeme entspricht ein ähnlich beschaffenes Fundamentalsystem der Differential- 
gleichung (2.) 3^, s^, ..., s^^, dessen Elemente resp. zu den Exponenten 



gehören. — Wir nehmen *■ so an, dass die letzteren Exponenten grösser als 
m sind. 

359] Bezeichnet man mit A^ die Determinante des Fundamentalsystems 

^,,2/,, ...,«/„,, so ist {A. §2 Gl. (3.)) 



: Ce 



-fp, äa: 



Ist ebenso A' die Determinante des Fundamentalsystems ^^, n^, ..., s^, so ist 

a; = Ce ^ ''""■ , 

wo C und C nicht verschwindende Constanten bedeuten, Da nun nach (3.) 
p^ = nir + {x-a)p^, so folgt 

i^ — C [x — a) "'e ■'^' , 
daher 

(4.) ^, = C"{x-arK, 

wenn man -^ = C" setzt. Es ist von Wichtigkeit nachzuweisen, dass der 
Ausdruck D^^ \.{x~a) ^ , wo 2**o ^^^ Summe der Exponenten 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 211 

!■,)■,..., r bedeutet, für x ^= a nicht verschwindet. Dieses ist (A. § 4) mit 
Hülfe der Productform von A^ geschehen. Allein der dortige Beweis erfordert 
einige Erörterungen für den Fall, dass einige der Exponenten )■ kleiner als 
m und positive ganze Zahlen sind. Um diese zu vermeiden, beweist man nach 

(A. § 4) aus der Productform von A^, dass D'^ = b!J,x — ä) ^ , wo 

Sp die Summe der Exponenten p^, p^, ..., p„ bedeutet, nicht verschwindet, da 
wir über diese Exponenten so verfügt haben, dass sie sammtlich grösser als m 
sind. Aus der Gleichung Spo = — *wr + S»'o nnd Gleichung (4.) folgt aber 
D^ = C".D'^, folglich ist auch D„ für a; = ß von Null verschieden. 



Sind die Coefficienten der Differentialgleichung 

in der Umgebung des singularen Punktes a eindeutig, und die Integi'ale für 
x = a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x — a multi- 
plicirt endlich werden, bilden femer y,-, y^i .•■■,y^ das den Gleichungen (2.) 
und (2b,) der No, I entsprechende Fundamentalsystem von Integralen, so 
sind sie wie F (A. §6) beschaffene Functionen, die resp. zu den Exponenten 
r^, r^, ..., r^ gehören mögen. Bezeichnet man wieder mit A^ die Determinante 
dieses Fundamentalsystems, mit A^ diejenige Determinante, welche man aus [360 
A erhält, wenn man die a*° Verticalreihe dui'ch ■■■ , ^' ■, — r-^i ■ ■ ■-, -?-^ ersetzt, 
so ist 

(?■) ^•■''-\ 

(A. § 4 Gl. (7.)). Nun aber ist (A. § 4 II. und III.) 



-2'-.+ 



'■(—') . 



D, = K{x~ci) (. = o,l,..„„) 

in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich, und (s. die vor. 
Nummer) D^ für x = a von Null verschieden, folglich ist 

p,{x-af = --^ 

für X = a nicht unendlich. Man hat also den Satz : 
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Wenn die Integrale einer linearen homogenen Differential- 
gleiclmng für einen singularen Pxmkt a, in dessen Umgebung die 
Coefficienten derselben eindeutig sind, nur so unstetig werden, 
dass sie mit bestimmten Potenzen von x — a multiplicirt nicht 
mehr unendlich sind, so hat die Differenti algleichung in der Um- 
gebung des Punktes a die Gestalt: 

(3.) (--«r0+(»~-»)-p.£ä + (-«r'p.|3+- + p.!/ = 0, 

wo P,P,..., P in der Umgebung des Punktes a eindeutig, con- 
tinuirlieh und endlich sind. 

Dieser Satz setzt nichts über die Beschaffenheit der Coefficienten der 
Differentialgleichung und deren Integrale ausserhalb der Umgebung von a 
voraus. Man kann aber aus demselben den Satz in No. 4 Gl. (12.) der A. 
herleiten. Sind nämlich die Coefficienten der Differentialgleichung (l.) überall 
eindeutige Functionen, die in einer endlichen Anzahl von Punkten ö^,«^, ...,» 
unstetig werden, und sind die Integrale für jeden dieser singulären Punkte a^ 
nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x — a.^ multiplicirt nicht 
mehr unendlich werden, so folgt aus dem eben bewiesenen Sijtze, dass ^'„■'■1''' 
für jeden endlichen Werth von x endlich ist, wenn man 

{x-a;){x-a^)...{x-a^ = ^ 

setzt. Wenn die Integrale ausserdem für a; = co nur- so unstetig werden, dass 
sie mit bestimmten Potenzen von x multiplicirt nicht mehr unendlich sind, 
so folgt auf dieselbe Weise wie für die übrigen singulären Punkte, dass f^x"^ 
für ic = CO nicht unendlich ist. Hieraus aber ergiebt sich, wenn man 

361] setzt, dass —^-^ für a; = 00 nicht unendlich ist. Da also Q,^ eine überall 
eindeutige, für jeden endlichen Werth endliche Function ist, die für x = ca 
höchstens von der Ordnung a (p — l) unendlich wird, so ist Q^ eine ganze 
rationale Function höchstens vom Grade 0(9 — 1). Hiermit ist aber die Form 
der Differentialgleichung (12.) in No. 4 der A. erwiesen. 
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"Wir haben (A. §5 und 6) bewiesen, dass der Differentialgleichung 

(1.) ix~-arfj- + (x~ar-'P.(x)^ + {x~ar-'P,{x)^;^ + ... + P^ix)y = 0, 

■wo P^x), P^{x), ..., P^{x) in der Umgebung von a eindeutige, endliche 
und continuirliche Functionen sind, ein Fundamentalsystem von Integralen 
■/]j, v]j, ., ., Y)^ entspricht, dessen Elemente wie i^ beschaffene Functionen sind, 
die resp. zu den Exponenten 7\, r^, ..., r^ gehören, welche Wurzeln der 
Gleichung: 

j r{r^l)...{r~m + -i) + PA^)r(r-l)...(r~m + 2) 
^ '' \ +F^(a)r{r-l)...(r-m+S) + --. + F^{a) = 0. 

Umgekehrt ist der Exponent, zti welchem irgend ein wie F beschaffenes In- 
tegral der Differentialgleichung gehört, eine Wurzel der Gleichung (2.). — 

Bildet man für die Differentialgleichung (l.) das Fundamentalsystem, 
welches in jSTo. 1 unter (2.) und (2b.) angeführt worden, so enthalten die in 
demselben vorkommenden Functionen f^ und cp^^^ in ihrer Entwickelung nach 
Potenzen von x—a nur eine endliche Anzahl von Potenzen von (a^— «)"'; die 
Elemente des Fundamentalsystems sind daher wie F beschaffene Functionen. 
Da nun die Gi'össen k^ (No. 1) nur bis auf additive ganze Zahlen bestimmt 
sind, so wählen wir dieselben für die Differentialgleichung (I.) so, dass k 
der Exponent ist, zn welchem das Element ^^ oder u^ gehört. Hieraus folgt: 

I, Das -^^fache des Logarithmus jeder Wurzel der der Diffe- 
rentialgleichung (1.) zugehörigen Fundamentalgleichung (A. § 3 
Gl. (6.)) ist bis auf additive ganze Zahlen eine Wurzel der Glei- 
chung (2.). 

Ist 'q irgend ein Element des Fiuidamentalsystems -q^, y;^, . .,, t]^, welches 
zum Exponenten )■ gehört, so ist 

yj (a; - a)'' = i^^i + 'j', log (x-a) + •]>, [log (x-a)f -{-■■■ + -l^;, [log (x - a)]^'' , 

wo tjjj, 'l',, ■■■) '^x ^^ ^^^ Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
sind. Daher kann die lineare homogene Function der Elemente des Funda- [362 
iystems (2.) und (2b.) der No. 1 mit constanten Coefficienten, durch 
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welche tj dargestellt wird, nur diejenigen Elem.ente dieses Fundamentalsystems 
enthalten, deren zugehörige Exponenten sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, also die Elemente einer Gxuppe (2b.) in No. 1, Hieraus folgt: 

II. Das 2Trifache jeder Wurzel der Gleichung (2.) ist der Loga- 
rithmus einer Wurzel der der Differentialgleichung (1.) zugehö- 
rigen Fundamentalgleichung (A. § 3 Gl. (6.)). 

Aus dem Satze I folgt, dass verschiedenen Wurzeln der Fundamental- 
gleichung solche Wurzeln der Gleichung (2.) entsprechen, die weder gleich 
noch um ganze Zahlen von einander verschieden sind. Umgekehrt folgt daher 
aus dem Satze II, dass jeder Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2.), die 
entweder gleich, oder um ganze Zahlen von einander verschieden sind, eine 
Gruppe gleich vieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung 
entspricht. Es sei eine solche Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2 .) : 
i\, r^, ..., 7\ = (E), so geordnet, dass der reelle Theil irgend einer derselben 
nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nachfolgenden, so giebt es 
ein Integral v^ der Gestalt w, = (a; — ß) '9 , wo 9 in der Umgebung von a 
eindeutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden ist. Der 
Beweis hierfür ist genau übereinstimmend mit dem Beweise des Satzes, dass 
ein derartiges Integral derjenigen Wurzel der Gleichung (2.) zugehört, deren 
reeller Xheil nicht kleiner ist, als der reelle Theil irgend einer anderen Wurzel 
(A. § 5). Denn es genügt die hier über i\ gemachte Voraussetzung, um das, 
worauf es bei diesem Beweise ankommt, festzustellen, dass nämlich der Coeffi- 
cient von c^^, in Gl. (5.) der A. § 5 für keinen ganzzahligen positiven Werth 
von h verschwindet. 

Setzt man in die Differentialgleichung (1 .) ^ == v^ j'z dx, so gehört der Diffe- 
rentialgleichung für z ein Integral 3^ an der Gestalt 3^ = [x — a)^ ' ip', 
wo tp' dieselben Eigenschaften wie cp hat. Setzt man in die letzterhaltene 
Differentialgleichung s = s^ftdx, so gehört der Differentialgleichung für t ein 
Integi'al t^ an der Gestalt t^ = (x — a)" * 1^"', wo 9'" dieselben Eigen- 
schaften wie cp hat. Fahrt man so fort, so erhält man eine Differentialgleichung 
der Ordnung m — (l — l), der ein Integral w^ = (x — a)^ '"^ 9'''"" angehört, 
wo cp'^"" dieselben Eigenschaften hat wie cp. Alsdann sind 
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Integrale der DitFerentialgleichung (1.), welche resp. zu den Exponenten [363 
''si ''0! ■■•1 'i gßhÖien (A, § 5 und 6). 

Bezeichnet man diejenige Function, in welche eine behebige Function 
f[x) nach einem umlaufe um a übergeht, mit [/(ic)]', so ist von einer Function 
J^, wie sie in der A. § 6 characterisirt ist, ersichtlich, dass sie die Eigen- 
schaften 

i[^l'= [ib] "* /[-FJ'tfe = [/J'<!a:]'+ Const. 

., «j, wie F beschaffene Functionen 
..., wij in der Umgebiing von a ein- 
wie F beschaffene Functionen sind 

1' d v„ 



bes 


itzt. Da 


aber v^, 


■^1' ^1- 




, w^ 


, V 


21 ^! 


(A. 


§ 6) und 


ausserdem v^ 


(X- 


-") 


-r,^ 


«,■ 


deutig sind, 


so folgt 


, dass 


auch 


^' 


V, ' 


und 


[ daher 




















[ 


ä 
dx 


?]' 


= 





Dui'ch Integration ergiebt sich 



'-+0, 



wo C eine Constante bedeutet. 

Entspricht nun der Gruppe (K) die Gruppe (W) der gleichen Wurzeln 
der Fundamentalgleichung: w^ = oj^ = ■.. = lo^, so ist v[ = to^v^. Daher er- 
giebt die letzte Gleichung: 

wenn man Cta^ = m^^ setzt. Ferner ist 

= s,\ft^dx + 0,\ = ejt,dx + 0,s„ 
wo C^ eine neue Constante. Durch Integration folgt: 

wo C, eine fernere Constante. Daher ist 

(4) [»',]■= »„•, + «„•, + ».•'., 
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^lo = w)^,, C (0^ = Wj^ setzt. So fortfahrend findet man 



(5.) 



364] Vergleicht man die Gleichungen (3.), (4.), (5.) mit den Gleichungen (10.) 
(A. §3), 80 folgt, dass man die Integralgrnppe v^,v^,...,v^ mit deijenigen 
der Mj,Mj, ■■■,Uj^ (No. 3 Gl. (2b.)), welche der Gruppe (W) der Wurzeln der 
Fundamentalgleichung entspricht, identificiren kann. Hierdurch sind aber die 
Exponenten fe,, h^, ...,\ bestimmt, derart, dass h^ = r^, \ — r^, . . ., fc^ = r^. 
Zwischen den Integralen «1, v^, ...,V; findet keine lineare homogene Relation 
mit Constanten Coefficienten statt. Dieses folgt ebenso wie in Ä. § 2 Gl. (8.). — 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich: 

m. Vertheilt man die "Wurzeln der Gleichung (2.) in Gruppen 
(i?) derart, dass jede Gruppe einander gleiche oder von einander 
um ganze Zahlen verschiedene "Wurzeln enthält, so entspricht 
j eder dieser Gruppen eine Gruppe iW") gleich vieler einander 
gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung. Das 2T:«-fache der 
Wurzeln einer Gruppe (jR) ist ein Logarithmus der Wurzel der 
entsprechenden Gruppe (W). 

Femer; 

IV. Jeder Gruppe {11) mit den Wurzeln r^, r^, ,.., »'^ entspricht 
eine Gruppe von wie F beschaffenen Integralen u^, u^, . .., u^ der- 
art, dass u^ zum Exponenten r^ gehört. Sind die Wurzeln r so 
geordnet, dass der reelle Theil irgend einer derselben nicht 
kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nachfolgenden, und 
ist u)j eine der gleichen Wurzeln der dieser Gruppe entsprechenden 
Gruppe CPT), so ist es möglich das System der Integrale u^,u^, ..., u^ 
so zu gestalten, dass 

{6-) K]' = "'ai"i+ Wn,«,+ ■■■ + ü>„„_,?[,_,+ w,«„ {a = 1,2,.,.,!), 

wo ">^i, "»oj, ■ ■- Constanten sind. Die Integrale selbst haben die 
Gestalt 

('■) «. = (»;-»)'"i;.T..[iog(ä:-«)]'"' («-1,2 1), 
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WO tp„^, ..., ^^^ in der Umgebung von a endlich, eindeutig und con- 
tinuirlich und für x = a nicht sämmtlich Null sind. Die Func- 
tionen (a;— fl)'"!p(b = 2,,,.,i) lassen sich durch die Functionen 
(x — a) " f ,, (6 ^ 1, .. ., A), wo a'< n, linear, homogen und mit cons tauten 
Coefficienten ausdrücken. Insbesondere ist 9^,;, = Const. cp^,. 

Zwischen den Integralen ein und derselben Gruppe findet 
keine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten 
statt; die Gesammtkeit der Gruppen bildet ein Fundamentalsystem. 

Aus dem Umstände, dass die Functionen (iC — a) "tp^^^ (6 = 2, ..., i) sich [36s 
linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch die Functionen 
(x — a) "cp^.^ (b = 1, . .., A), wo a'-< a, ausdrücken lassen, folgert man, dass 
dieselben zu Wurzeln der Gruppe (B) als Exponenten gehören, deren Index 
kleiner ist als a, deren reeller Theil also gi'össer ist als der reelle Theil von 
r^, wenn ni cht Wurzeln derselben Gruppe (R) einander gleich sind. Da 
nun u^ zum Exponenten r^ gehört, so gehört notliwendigerweise 'f^X^ — '^)'' 
zum Exponenten r^, und (p^^ kann nur verschwinden, wenn Wurzeln derselben 
Gruppe einander gleich sind, da ausserdem die Integrale (7.) nicht identisch 
Null sind. Man hat daher den Satz: 

V. Sind die Wurzeln einer Gruppe (E) von einander verschieden, 
so fehlt in keinem Elemente der zugehörigen Integralgruppe (7.) 
das vom Logarithmus freie Glied, und zwar gehört dasselbe zu 
demjenigen Exponenten, welchem das Integral selbst zugeord- 
net ist. 

Ist 7J ein wie F beschaft'enes Integral, so ist dasselbe offenbar eine lineare 
homogene Function mit constanten Coefficienten nur von denjenigen Elementen 
des Fundamentalsystems des Satzes IV., welche ein und derselben Wurzel- 
gi'uppe (-R) entsprechen, und zwar deijenigen, welche den Exponenten, zu 
welchem tj gehört, enthält. Ist derselbe r,, während r^, r^, ...,)•, r , ...,r^ 
die übrigen Wurzeln der Gruppe (R) vorstellen, deren Elemente wie im 
Satze IV. geordnet ist, ist ferner «,, u^, ..., Uj_ die der Gruppe (li) ent- 
sprechende Integi'algruppe (Gl. (7.)), so ist zunächst 

(8.) -/) = c,u,+ c,u, + --- + C;^Ui, 

wo Cj, Cj, ..., Cj Constanten sind. Sind nicht zwei Wurzeln der Gruppe ein- 
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ander gleich, und multiplicirt man diese Gleichung mit (x~a) '', und setzt 
x s= a, so erhält man = c^u^{x~a) ' (für x = a). Da aber der Factor von 
Cj von Null verechieden ist, so folgt, daas c^ verschwindet. Dieses vorausgesetzt 
folgt durch Multiplication der Gleichung (8.) mit (x—a) *~' auf dieselbe 
Weise, dass Cj_j verschwindet. Und so fort bis c . Man hat daher: 
(9.) -q = c,u, + c,u,+ .-- + c^ii^. D.h. 

"VI, Ist [R] diejenige Wurzelgruppe des Satzes IV., welche den 
Exponenten *■ enthält, zu dem ein wie F beschaffenes Integral t) 
gehört, und sind nicht zwei Wurzeln in (E) einander gleich, so ist 
7] eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
366J nur von denjenigen Elementen der der Gruppe (J?) entsprechen- 
den Integralgruppe des Satzes IV., deren zugehörige Exponenten 
einen nicht kleineren reellen Theil als r haben. 

Da die vom Logarithmus freien Glieder in «,,«*2, ■■■,m sämmtlich von 
Null verschieden sind und zu verschiedenen Exponenten gehören, so folgt auch: 

VII. Sind nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist der 
vom Logarithmus freie Theil von t) von Kuli verschieden und ge- 
hört mit yj zu demselben Exponenten. 

Da jedes Integi-al, als lineare homogene Function mit constanten Coeffi- 
cienten der Elemente des Fundamentalsystems des Satzes IV., eine Summe 
von wie F beschaffenen Integralen ist, die zu verschiedenen Exponenten ge- 
hören, so ergiebt sich femer: 

VIH. Sind die Wurzeln der Gleichung (2.) von einander ver- 
schieden, 90 enthält jedes Integral ein von Logarithmen freies 
Glied. 

Eine unmittelbaxe Folgerung aus dem Satze VII. ist der Satz: 

IX. Sind die Wurzeln in (R) von einander verschieden, so ist 
der vom Logarithmus freie Theil eines mit Logarithmen behafte- 
ten wie F beschaffenen Integrals vj, dessen Exponent in (E) ent- 
halten ist, kein Integral der Differentialgleichung (l.). 

Denn ist dieser vom Logarithmus freie Theil C, so würde fl — Z zugleich 
mit C ein Integral der Differentialgleichung (1.) sein; dieses ist aber nach Satz 
YII. nicht möghch, da in 7] — C der vom Logarithmus freie Theil verschwindet. 
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Eine ähnliche Folgerung für den vom Logarithmas freien Theil eines 
beliebigen mit Logarithmen behafteten Integrals ergiebt sich aus Satz VIII., 
wenn die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2 .) von einander ver- 
schieden sind. 

X. Sind die Wurzeln i\, r^, ■ ■■) ''^ einer Gruppe (R) von einander 
verschieden, und 'ß,, v^, ..., v^ irgend welche wie .F beschaffene Inte- 
grale, welche resp. zu diesen Wurzeln als zu ihren Exponenten ge- 
hören, so ist eine Gleichung: 

(10.) c,i\ + c^v^ + -- + Ci_v^ = 

mit Constanten Coefficienten nicht möglich. 

Denn sind die Wurzeln r^, i\, ..,, i\ wie im Satze IV. geordnet, und 
multiplicirt man die Gleichung (10.) mit {x — ä) '', so verschwinden für a; = a 
alle Glieder bis auf (x — a) '"''v^, da »", — »V ''ä"'^) ■■ ■' ''i-i~''i positive ganze 
Zahlen sind. Daher ist Cj = 0, und die Gleichung (tu.) geht in eine ahn- [367 
liehe Gleichung zwischen '',) ",1 • ■ -j V;,., über. Es wird nun ebenso gezeigt, 
dass in dieser C;^_J verschwindet; u. s. w. 

Da ein wie F beschaffenes Integral eine lineare homogene Function mit 
Constanten Coefficienten der einer Wurzelgruppe (R) entsprechenden Integrale 
des Satzes IV. ist, welche den Exponenten, zu dem F gehört, enthält, so kann 
man nach Satz III. § 1 und Satz X. dieses § in dem Fundamentalsystem des 
Satzes IV. diese Integralgi'uppe durch eine beliebige Gruppe gleichvieler wie 
F beschaffener Integi-ale ersetzen, deren zugehörige Exponenten resp. mit den 
Wurzeln in (B) identisch sind, vorausgesetzt, dass nicht zwei dieser Wurzeln 
einander gleich sind. 

Aus den Gleichungen 

}[j = «j, Mj =^ 't\ =: v^ fe^äx, Mj ^ Wj = v^ jg^cJxJ t^dx, . . ., 
tij ^ D^ =: }!, Cs,äx ftjdx ... fto^dx 
ergiebt sich analog wie (A. § 6 I.); 

XI. Sind zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist die dieser 
Gruppe entsprechende Integralgruppe des Satzes IV. nothwendig mit 
Logarithmen behaftet. 

Eine Integi^algruppe dagegen, welche einer nur verschiedene Wurzeln 
enthaltenden Gi-uppe {R) entspricht, kann von Logarithmen frei sein. 

28* 
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Die Coefficienten der Fundamentaigleichung (Ä. § 3 GL (6.)) hangen von 
(ien Constanten der Differentialgleichung im Allgemeinen auf tianscendente 
Weise ah. Es ist bemerkenswerth, dass für einen singulären Punkt ö, in 
dessen Umgebung die Differentialgleichung die Korm der DiiFerentialgleichnng 
(1.) hat, die Fundamentalgleichung durch die Gleichung (2.) ersetzt werden 
kann, deren Coefficienten auf algebraische, rationale Weise aus den Con- 
stanten der Differentialgleichung gebildet sind. Der Zusammenhang zwischen 
beiden Gleichungen ist derart, dass die mit 211:* multiplicirten Wurzeln der 
Gleichung (2.) als die Logarithmen der Wurzeln der Fundamentalgleichung 
angesehen werden können. — Da die Exponenten, zu welchen die Integi-ale 
(7.) gehören, aus der Fundamentalgleichung (A. § 3 Gl. (6.)) nur bis auf ad- 
ditive ganze Zahlen sich ergeben, und erst aus der Gleichung (2.) vollkommen 
bestimmt werden, so scheint es zweckmässig, die Gleichung (2.) die de- 
terminirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (1.) 
zu nennen. 



Es sei 



" ax ' dx ' * dx 



eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit veränderlichen Coeffi- 
cienten, und es werde zur Abkürzung 



gesetzt. Differentiirt man die Gleichung (1.), multipHcirt die entstandene 
Gleichung mit g und suhtr 
chung (1.), so erhält man 



Gleichung mit g und suhtrahirt von derselben die mit -^ multiplicirte Glei- 



(2.) 



dx -^ dx ' 



oder 



d'"'^^'u ä"'v d" '« 
V j " (^9;'"+' ^ dx'" ^ dx'" ' '"^'-^ ' 

eine homogene lineare Differentialgleichung der m + 1"" Ordnung, dere: 
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ZUR THEOKrE DEE TJNEAEEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

Coefficienten bestimmt sind durch die Gleichungen: 

il dp. ö 

Aus der Differentialgleichung (2.) folgt durch Integration: 
(5.) Y = Cg, 

■wo C eine willkürliche Constante. — Ist y ein Integral der Differential- 
gleichung {2.) oder (3.), und ist der ihm entsprechende Werth der Constanten 
C in der Gleichung (5.) gleich Null, so ist y auch ein Integral der Differential- 
gleichung : 

Ist die dem y entsprechende Constante C von Null verschieden, so ist — -^ 
ein Integral der Differentialgleichung (1.), Umgekehrt sind die Integrale der 
letzteren Diiferentialgleichung Integrale der Differentialgleichung (3.), welche 
dem Werthe der Constanten C = —1 der Gleichung (5.) entsprechen; und 
die Integrale der Differentialgleichung (6.) sind Integi-ale der Differential- 
gleichung (3.), welche dem Werthe der Constanten C = der Gleichung (5.) 
entsprechen. Demnach hat man den Satz: 

I, Jedes Integral der Differentialgleichvingen (1.) und (6.) ist [369 
ein Integral der Differentialgleichung (3.). Umgekehrt ist jedes In- 
tegral der Differentialgleichung (3.) entweder ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung (6.) oder bis auf einen constanten Factor ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (l.). 

Die Untersuchung der nicht homogenen Differentialgleichung ( 1 , ) ist 
hierdurch auf die Untersuchung der beiden homogenen Differentialgleichungen 
(3.) und (6.) zurückgeführt. 

Es seien nunmehr die Coefficienten der Differentialgleichung (6.) in der 
Umgebung eines singulären Punktes a eindeutig, und die Integrale derselben 
für X = a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x — a multi- 
pliciit nicht unendlich sind, so ist: 

(7.) p^ = {x-af, p^ = {x~a)'"-"F^ (a= l,2,...,m), 
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WO P^ in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich ist (§ 3). 
Ist ■ J" - in der Umgebung von a eindeutig, so sind die Coefficienten der 
Differentialgleichung (3.) ebenfalls eindeutig. Sollen die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft wie die Integrale der Differential- 
gleichung (6.) haben, so gehört dieselbe Eigenschaft nach Satz I. auch den 
Integralen der Differentialgleichung (3.) an. Es ist daher (nach § 3): 



(8.) 


>■• - ("-' 


•)"*', '■.« = (»- 


-«)—«.„ 


(a = 0, 1 


,...,m), 




wo -B„^, in 


der Umgebung von a eindeutig, 


continuirlich und < 


jndltch 


ist. 


Aus den Gleichungen (4.), (7.) 


, (S.) folgt; 










ü.t, =["- 


.UlF. dlogq 
^[ dx " dx 




« (a - 0, 1 

di.ogq-\ 
dx \ 


,,..,m-l), 


P. = 


1, 


Insbesondere 


ist fiir a = 












B, 


,,. .^ <i log 1 


+ »> + P„ also - 


i log q '. 
dx 


x — a 






Daher hat q 


die Gestalt: 












(9.) 




9 = (x-ur.Q. 











wo Q in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in < 
von Null verschieden ist. Setzt man °^ = s, so hat man 



(10.) 



('-'-i')': + {^"r.y-'» (» = o,i 



Jä,.,. = -.P. + (S.-,P.)(.-4 



370] Man hat daher den Satz: 

II. Sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1.) und (6.), 
in •welchen p^, p^, ..., p^, ^^ in der Umgebung von a eindeutig sind, 
für X = a nur so unstetig sein, dass sie mit bestimmten Potenzen 
von x~a multiplicirt nicht mehr unendlich werden, so haben die 
Integrale der Differentialgleichung (3.) dieselbe Eigenschaft. Die 
Coefficienten der Differentialgleichungen ([.) und (6.) sind alsdann 
durch die Gleichungen (7.) und (9.), die Coefficienten der Diffe- 
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lentialgleicliung (3.) durcli die Gleichungen (8.) und (10.) bestimmt. 
Sind umgekehrt die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) durch 
die Gleichungen (7.) und (9.) bestimmt, so haben die Integrale der- 
selben zugleich mit den Integralen der Differentialgleichungen .(6.) 
und (3.) die Eigenschaft mit 'bestimmten Potenzen von ic — a multipli- 
cirt für x = a nicht unendlich zu werden. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich noch folgende Sätze, welche Ver- 
allgemeinerungen von No. 4 und 5 der A. sind: 

IIL Sind die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) nur für 
eine endliche Anzahl von Punkten a^, a^, ,.., a unstetig, überdies 
PeiPiiPii •■■■'Pm-' — 7^ Überall eindeutig, und sollen die Integrale der 
Differentialgleichungen (1.) und (6.) mit bestimmten Potenzen von 
x—a^ und x multiplicirt resp. für x ^=^ a^ und x ^ co nicht unendlich 
werden, so ist: 

,j^^ j P, = r- i». = '>™""--f..s-i, (Q = i,2,,,„«o, 

'' \q = C{x-af'{x-a,f\..{x-a/^, 

wo fjj = (a; — «i)(3; — «j) . . . (a; — ß ), C, j»,, fi^j ■- ., j*. constante Grössen und 
F^ eine ganze Function höchstens von dem Grade n bezeichnet. 

Denn da die Integrale der Differentialgleichung (6.) die verlangte Eigen- 
schaft haben sollen, so müssen zunächst nach § 4 der Ä. p^ und p^ die in 
den Gleichungen (ll.) angegebene Form haben. Nach Satz H, haben aber 
auch die Integrale der Differentialgleichung (3.) die im Satze angegebene Be- 
schaffenheit, daher ist wieder nach § 4 der A. 

wo F'_^ eine ganze Function höchstens von dem Grade q — \ bezeichnet. Es 
ist aber 






[371 



oder 



(12.) li°ll = F,--F',-. ,„ iimt 

ax i}- dx ' 

woraus die im Satze für g angegebene Form hervorgeht. 
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Umgekehrt: IV. Jedes Integral der Differentialgleichungen (1.) 
und (6.), deren Coefficienten durch die Gleichungen (11.) bestimmt 
sind, hat die Eigenschaft mit bestimmten Potenzen von x — a^ und x 
multiplicirt für x = a^ und a; = oo resp. nicht unendlich zu werden. 

Der Nachweis wird geführt, wenn man den Satz II, für jeden der singu- 
lären Punkte a^, «^, ..-,«„ anwendet, und um ihn auch f ür s; — co anwenden 
zu können, in der Differentialgleichung (1.) mit den durch Gl. (11.) be- 
stimmten Coefficienten a; — ~ substituirt und alsdann den singulären Punkt 
Null betrachtet. 



Setzt man in dem Ausdrucke 

5- =(«-«)■ 1^ + («-.)-p.w|;ä+ («-«)-i'.w|^!- + - + j>M'j, 

wo die Grössen P in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und end- 
lich sind, ?/ = {x—aff{x), wo e eine beliebige Grösse und f{z) eine in der 
Umgehung von a eindeutige, continuirliche und endliche Function von der 
Beschaffenheit ist, dass tj — (x — äff{x) kein Integral der Differentialgleichung 
Y ^= ist, so lässt sich die resultirende Function auf die Gestalt {x — aY.Q 
bringen, wo f^ eine bestimmte Grosse und Q in der Umgebung von a ein- 
deutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden ist. — Die 
Differentialgleichung 

(1.) Y~{x-ar.Q = (} 

hat alsdann das Integral t) = {X'~cCff{x). 

I. Es sei */,, ?/j, ■■., 2/„ eiii Eundamentalsystem der Differential- 
gleichung 



so ist das System der Integrale 'fii t/i, y^^ •-■t i/„, ein Fundamentalsystem 
der Differentialgleichung ra + 1*" Ordnung 

(3.) («-«)"' |^ + (»^-«r-R.W0 + (^-»)-'S,W-|^ + - + ü,.„(x);, = 0, 
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(4-) 



B.«W = P„,W + («-o-rtP.W + [^"'■^-'>-P.w](»>-«) (»=0,1, 



-1) 



Denn nach, dem Satze I. des vorigen § ist zunächst jedes der Integi'ale 
""ii y,i ^a) ■■■5 ^m ßiii Integi-al der Differentialgleichung (3,). Es kann aber 
eine Gleichung der Form C-fi + c^^^+c^y^ + — \-c^y^ = nicht bestehen, ohne 
dasa die constanten Coefffcienten derselben verschwinden, da t; kein Integi-al 
der Differentialgleichung (2.) und y^,y^,...,ij^^ ein Pundamentalsystem der- 
selben sind, — 

Von der Differentialgleichung (1.) wollen wir sagen, sie sei der Diffe- 
rentialgleichung (2.) durch die Substitution y = {x — aff{a:) zuge- 
ordnet. Die Grosse fi heisse der Index der Substitution. 

Die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (3.) ist: 

(6-) ±,rir-l){r~2)...ir-m + a)R„ia) + R^^,ia) - 0, 

wo R^{a) = I zu setzen ist. Diese Gleichung ist nach den Gleichungen (4.) 
gleichbedeutend mit: 

X^r{r-l)ir-2)...(r-m + a)[P^(a) + (m-a-(i + i)P,.,{a)]~[iF^(a) = 0, 

wo wieder Pj{«) = 1 zu setzen ist. Diese Gleichung lässt sich umformen iu: 

(6.) (r-rtPI'.fC— l)('--2)-.('-» + 6 + l)A(«) + P.(«)] = 0- 

Nun aber ist 

(7.) '%r(r-l){r~2)...ir~m + h^l)P^(a) + P^{a) = 

die determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.). Also: 
IL Eine Wurzel der determinirenden Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (3.) ist gleich jt, die übrigen m Wurzeln 
genügen der determinirenden Fundamentalgleichung der Diffe- 
rentialgleichung (2.). 

Fucha.mathsm. Works, l. 29 
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Das Resultat der Substitution von y = {x—äff(x) in Y liat die Form 
(x — ß)'']j{*)t ^o ij{x) eine nach positiven ganzzaMigen Potenzen von x — a 
fortsclireitende Reihe ist, in welcher der Coefficient von {x — af mit der linken 
Seite der Gleichung (7.) übereinstimmt, wenn man in dieselbe r = z setzt. 
Dieser Coefficient ist Null oder von Null verschieden, je nachdem s eine 
Wurzel der Gleichung (7.) ist oder nicht. Daher: 

373] m. Ist s nicht einer Wurzel der Gleichung (7.) gleich, so ist der 
Index der Substitution (t gleich e; ist dagegen s eine Wurzel der 
Gleichung (7.), so ist der reelle Theil von ^ grösser als der reelle 
Theil von s, so dass ft — e eine positive ganze Zahl wird. 

Aus Satz I. folgt: 

IV. Enthalten die Ausdrücke irgend welcher Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (2.) in der Umgebung von a Logarithmen, so giebt 
es auch Integrale der Differentialgleichung (3.), deren Ausdrücke in 
der Umgebung von a mit Logarithmen behaftet sind. Und umgekehrt. 

Ist s eine Wurzel der Gleichimg (7.), und vertheilt man nach Vorschrift 
des Satzes IV. in No. 4 sowohl die Wurzeln der Gleichung (5.) als die der 
Gleichung (7.) in Gruppen, und ist [R) diejenige Gruppe der Wurzeln der 
letzteren Gleichung, zu welcher e gehört, so entspricht dieser die Gruppe {S) 
der Wurzeln der Gleichung (5.), welcher ausser den in (R) enthaltenen Wurzeln 
die Wurzel ^i angehört. Die übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (7.) 
sind mit den übrigen Grappen der Wurzeln der Gleichung (5.) identisch (nach 
Satz II.). 

Ist der Index der Substitution ^ einer der Wurzeln in (B) gleich, so 
enthält die Gruppe (S) gleiche Wurzeln, daher ist die dieser Gi'uppe ent- 
sprechende nach dem Satze IV. § 4 gebildete Integi-algruppe mit Logarithmen 
behaftet (Satz XI. § 4). — Diese Integralgrnppe in dem nach Satz IV. § 4 
gebildeten Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (3.) lässt sich aber 
nach Satz III. § 1 durch das System tj , u^, u^, . . ., m^ ersetzen, wenn tj =^ {x—ayf(x) 
und u^,u^, ..., Uj_ die der Gruppe (ü) entsprechenden nach Satz IV. §4 ge- 
bildeten Integi-ale der Differentialgleichung (2.) sind, da zwischen v],Jfj,«j, ...,w,. 
zu Folge des Satzes I. dieses § keine lineare homogene Relation mit constanten 
Coefficienten stattfinden kann. Da aber Tj , keinen Logarithmus enthält, so 
sind irgend welche der Grössen u^, ti^, .. ., u^, d.h. die der Gruppe (R) ent- 
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sprechende Integralgi-uppe der Diiferentialgleicliung (2.) mit Logarithmen he- 
haftet. 

Es werde jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass die einer Gruppe (R) von 
"Wurzeln der Gleichung (7.) entsprechende nach Satz IV. § 4 gebildete Integral- 
gruppe der Differentialgleichung (2.) mit Logarithmen behaftet ist. Die Wurzeln 
dieser Gruppe in der Beihenfolge des Satzes IV. §4 seien ^'.i '■,)■•-, *'i ^^^ 
die ihnen entsprechenden Integrale resp. u^, u^, ..., u^. Sind nicht zwei der 
Wurzeln in (J?) einander gleich, und ist u^ mit Logarithmen behaftet, so ist 
der vom Logarithmus freie Theil desselben (x — a) " 9^^ , welcher nach § 4 [374 
SatzV. nicht verschwindet, kein Integral der Differentialgleichung (2.) {§ 4 Satz 
IX). Ordnet man daher der Differentialgleichung (2.) die Differentialgleichung (3.) 
durch die Substitution ?/ = (ir — ö) "(p^^ zu, so ist nach Satz I. v = w^— (x — «) "cp^^ 
ein Integral der Differentialgleichung (3.). Da in diesem mit Logarithmen 
behafteten Integral das vom Logarithmus freie Glied verschwindet, so sind 
nach Satz VIT. § 4 nothwendig zwei Wurzeln" der Gruppe (S) einander gleich, 
d. h. fi mit einer der Wurzeln der Gi-uppe {R) übereinstimmend. 

Wird der Differentialgleichung (2.) durch die Substitution y ^ {x — aj f{x) 
die Differentialgleichung (3.) zugeordnet, wo f{x) eine nach ganzen positiven 
Potenzen von x~a fortschreitende Ueihe und )■ ein Glied einer nach § 4, 
Satz IV. gebildeten Gruppe (K) von Wurzeln der Gleichung (7.): '>\i'>\t •• ■i'^'x 
ist, so werde die Differenz r^—r^ mit s und die Summe der Glieder von f{x\ 
welche niedrigere Potenzen von x — a als {x — ctf^^ enthalten, mit g{x), endlich 
die Differenz fix) — g{x) mit cp(a;) bezeichnet. Das Resultat der Substitution 
von {x — af '^{x) in Y liefert nur Potenzen von x — a, deren Exponenten eiuen 
grösseren reellen Theil haben als r^. Ist daher der Index ^ der Substitution 
y = (x — ayf(x) einer Wurzel der Gruppe (R) gleich, so ist der Index der 
Substitution p = {x — ayg(x) derselben Wurzel gleich; d. h. giebt es überhaupt 
eine Substitution p = {x — a)'f{x), deren Index mit r Wurzel derselben Gruppe 
(ß) ist, so giebt es eine ganze Function g(x) von der Beschaffenheit, dass 
der Index der Substitution y = {x — djg{x) mit r Wurzel derselben Gruppe 
ist. — Man hat daher den Satz: 

V. Es werde der Differentialgleichung (2.) die Differential- 
gleichung (3.) durch die Substitution y = {x — ayf{x), in der f{.ü) 
eine ganze Function und )■ eine Wurzel der zur Di f f e rential- 
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gleichung (2.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
(7.) ist, zugeordnet; es werden ferner sowohl die Wurzeln dieser 
Gleichung als auch die Wurzeln der zur Differentialgleichung 
(3.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung (5.) nach 
Satz IV. §4 in Gruppen vertheilt. Ist alsdann (J?) diejenige Gruppe 
Ton Wurzeln der Gleichung (7.), welche r enthält, so entspricht 
dieser die Gruppe (S) der Wurzeln der Gleichung (5.), welcher 
ausser den in (B) enthaltenen Wurzeln der Index der Substitution 
fi als Glied angehört. Die nach Satz IV. § 4 gebildete der Gruppe 
(Ji) entsprechende Integralgruppe der Differentialgleichung (2.) ist 
mit I-ogarithmen behaftet oder nicht hehaftet, je nachdem für ir- 
375J gend eine Wurzel r der Gruppe (B) oder für keine derselben die 
ganze Function /"(a;) so bestimmt werden kann, dasa die Gruppe {&) 
gleiche Wurzeln enthält. 

In diesem Satze ist die nothwendige und hinreichende Bedingung 
für das Auftreten von Logarithmen in den Ausdrücken der Integrale in der 
Umgebung des singulären Punktes « enthalten. Er bildet demnach eine 
wesentliche Ergänzung zu den Sätzen XI. § 4 und A. § 6, welche nur eine 
hinreichende aber keine nothwendige Bedingung enthalten. 



Es sei wieder 

^ = (="-"'" 0" + («-")•'"' ^.w-£3-+ («-»)-"' -p.wl^ + - + p.wj, 

wo P,(*), P^i^)', ■-■) P^i^) i" der Umgebung von a eindeutige, continuirliche 
und endliche Functionen sind; ferner sei (R): i\, r^, ..., r^ eine nach Satz IV. 
§ 4 gebildete Gruppe von Wurzeln der zur Differentialgleichung 

(1.) Y = 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung : 

(2.) ''S<.r{r-l)...ir~m + i) + l)P,ia)-i-P^{a) = 0, F,{a) = 1. 

Wir wollen nunmehr die analytische Bedingung dafür entwickeln, dass für 
irgend eine W^urzel r , welche der Gruppe {R) angehört, eine ganze I'unction 
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/(ä) bestimmt werden kann, derart dass der Index der Substitution y = {x — ä) ^f{x) 
mit einer Wurzel der Gruppe (JB) übereinstimmt. — 

Zu dem Ende sei die Reihenfolge der Grössen r^, r^, . .., *•_; dieselbe wie 
im Satze IV. § 4 und g{x) eine beliebige rationale ganze Function 

g(x) = c^+c^(x — a) + Cj{x--ay+ i- c„(x — ä)" , 

tind man substituire ij = {x — a)^g{x) in Y, so erhält man 

(3.) Z = ix~af±M^,m^-<^fc,, 

wo 

f{x,Jc) ="Si.(n+!^)ir, + h~l)...{n + k-m + t + l)P,{x)+PJx), P,(x) = 1 

gesetzt ist. Die Wurzeln 'j.,, ''\-,i ■ ■ -j »"i haben resp. die Werthe 

'>\+Ky ^i+hi ■ ■ ■ ! ^1 + h-i > 
wo Ä^j, ftj, ..., Äj_^ eine nicht abnehmende Reihe positiver ganzer Zahlen ist. 
Da nun die Grossen 9(a,ft) mit der linken Seite der Gleichung (2.) über- 
einstimmen, wenn man in derselben r^^ + k an die Stelle von r setzt, so [376 
hat man die Gleichungen: 

(4.) <f(a,0) = 0, fia,k,) = 0, <?ia,Ic,) = 0, ..., <?(«,/£;;_,) = 0, 

während 9(«,Ä^) für jeden positiven Werth von k, der nicht mit \,\,..., \_, 
übereinstimmt, von Null verschieden ist. Um Z nach Potenzen von x — a zu 
entwickeln, setzen wir 



dx^ 



: f'^'{x,Jc), ^••'-'"{a,k) = 1.2.B...(a~h).{a,h) 



und A^ = SiCf*) ^)'^]tj ^^ i^t alsdann, weil A^ = ^(ß,0)c^ = 0, 

(5.) Z= ix-af^-Z^Ä^ix-a)". 

Soll es unter den Indices 1, 2, ..., X—1, wenigstens einen a geben, für den 
die Bedingungen 

(6.) -1, = 0, A, = 0, .. ., Äj^ _j = 0, Aj^ nicht gleich Null, 

erfüllt werden, so ist es mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.), wie leicht 
zu sehen, nothwendig und hinreichend, dass wenigstens für einen der Indices 
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K =: 1, 2, ..., k — i niclit zugleich die !l)eterminaiiten 

ih+'^'h) ('"•(i + i-^'^fi+i) ... 

(kt + 2,1-^) {kt + 2,?.\+l) (/.■j + 2,ft^ + 2) ... 

für t =^ 0, 1, 2, . . ,, «— I verschwinden, wo fc^, = ü zu setzen ist. — Ist diese 
Bedingung für einen bestimmten Werth von « zum ersten Male erfüllt, so 
sind die Grössen c^ für die Werthe des Index a ^ 0, h^^h^, ..., k^_^ willkürlich 
und von einander unabhängig geblieben. Es wird daher a ganze Functionen. 
^o(^)i ^i(^)i^a(^)i ■ ■■' ö'b„,(^)i welche für x = a nicht verschwinden, geben von 
der Beschaffenheit, dass die Indices der Substitutionen 

y'={x-4'-g,{x), y = {x-af-~^g,{x), y = (x-af-'g.ix), . . ., y = {x~df^~''^'g^_,(x) 

sämmtlich den Werth t^__^ haben. — Der Satz V. im vorigen § lässt sich daher 
auch durch den folgenden ersetzen: 

I. Es seien die Glieder einer nach Satz IV. § 4 gebildeten Gruppe 
von Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung (2.): 

h.i n + K' ^x + h, ■■■, 'i + h-„ 
wo k^,k^, ...,\_^ eine nicht abnehmende Reihe positiver ganzer Zahlen 
ist, und bildet man die zu dieser Gruppe gehörigen Determinanten 
D(b,a), so ist die nach § 4 Satz IV. der Gruppe (R) zugeordnete In- 
377] tegralgruppe mit Logarithmen behaftet oder nicht behaftet, je 
nachdem für wenigstens einen der Indices a = i, 2, ..., X — 1 oder kei- 
nen derselben in der Reihe der Determinanten 

D(0,ß), D(l,a) D(a~l,a) 

sich solche befinden, welche von Null verschieden sind. 

Dieser Satz kann auch folgendermassen hergeleitet werden. Setzt man 
in ISTo. 5 der A. a^~ a und r, statt r.^, so verschwindet der Coefficient von. 
Cj_i_j in Gleichung (5.) daselbst, wenn Je einen der Werthe /■;,— 1, h^ — i, ..., k^_ —1 
annimmt. Damit nun, für diese Wertlie von h, c endlich bleibe, müssen 



Hosledby Google 



ZUR THEORIE DER LINEASEN DIFFERENTIALGLEICHUMGEN. 2dl 

die zugehörigen Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichung (5.) daselbst 
verschwinden. Damit ferner Eeihenentwickelungen der Gestalt 

möglich sind, wenn r eine beliebige der Wurzeln r^, r^+Jc^, rj^+k^, .. ., r^+\_^ 
und der jedesmalige Werth von ^^ von Null verschieden sein soll, dürfen 
durch die Gleichungen, welche durch das Verschwinden der rechten Seite der 
Gleichung (5.) daselbst für die angegebenen Werthe von Je erhalten werden, 
keine Relationen zwischen den Grössen c^ mit den Indices a = 0, \, \, ..., \_^ 
herbeigeführt werden. Es lässt sich nun zeigen, dass diesen beiden Bedingungen 
Genüge geschieht, wenn für jeden Werth von k = 1, 2, ..., A — 1, die Determi- 
nanten D{0,ß), X){l, ß), ..., ^(a — 1, ß) verschwinden. Tritt dieses ein, so kann 
man durch ähnliche Schlüsse wie in § 5 der A. zeigen, dass es zu jedem 
Werth von )■ aus der Reihe *■;.) '';, + ^,! ''ji+^i'j) ■ ■ -i »■;, + ^ji^i ein Integral der Form 
{3^ — äf'^^h^J^x — af giebt, worin &,,^ von Null verschieden ist. Diese Gruppe 
von Integralen kann man in dem Fundamentalsystcme des Satzes IV. in § 4 
(nach Satz X. in § 4 und Satz III. in § 1) der IntegralgTuppe, welche (R) ent- 
spricht, substituiren, so dass diese Gruppe nicht mit Logarithmen behaftet 
ist. — 

Die Differenz 'i\~r^ = 8 ist eine ganze Zahl, welche die Ordnung der 
höchsten in den Determinanten D{h, a) auftretenden Ableitung von ^(a;, li) 
(für X ^ d) nicht überschreitet. Jeder Gruppe (R) entspricht eine solche 
Zahl d. Ist unter allen diesen den verschiedenen Gruppen entsprechenden 
Zahlen d die grÖsste, und entwickelt man die Functionen P„(3!) in Reihen 
nach Potenzen von x — a, so treten in keiner der irgend einer Gruppe [K) 
entsprechenden Determinanten I?(6, a) die Coefficienten derjenigen Potenzen 
von x — a auf, deren Exponenten grosser sind als d. Diese Coefficienten üben 
daher auch keinen Einfluss aus auf die Beurtheilung der Frage, ob die irgend 
einer Gruppe (iJ) zugehörige Integralgruppe mit Logarithmen behaftet ist [37s 
oder nicht. — Man hat daher folgenden Satz: 

IL Sind JPj, F^, ..,, F^.^ ganze Functionen, welche resp. ans 
PJ^x), P^{x), ...,P^^{x) erhalten werden, wenn man in der Entwicke- 
lung derselben nach Potenzen von x~a nur diejenigen Glieder 
beibehält, welche mit nicht höheren Potenzen von x — a als der 
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fP"" multiplicixt sind, so sind die irgend einer Gruppe (R) ent- 
sprechenden Integrale der Differentialgleichung (1.) mit Loga- 
rithmen behaftet oder nicht, je nachdem die derselben Gruppe 
(J?) entsprechenden Integrale der Differentialgleichung: 

(,., (._.,.0,(._„,-.^.|!a,(._„r-.^.ip.....^„.. = 

mit Logarithmen behaftet sind oder nicht. 

Der Differentialgleichung (7.) gehört die Gleichung (2.) als deterrainirende 
Fundamentalgleichung an. Sind die Grössen P^i^) gleich constanten Grössen 
a , 80 dass die Differentialgleichung (1.) die Gestalt: 

(8.) (-»)-0 + (-«)-«.|3 + (-«)"-«.£3 + - + »..!/ = 
hat, und die AVurzeln der Gleichung: 

(9.) 's„K''-l)---0'-'« + « + l)«<. + ß«. = 0, a,= 1, 

verschieden , so sind für j ede Gnippe (jK) die sämmtlichen Determinanten 
J>{6,«) gleich Null, da die erste Verticalreihe derselben nur verschwindende 
Elemente enthält, folglich sind die Integrale nicht mit Logarithmen behaftet 
(siehe A. § Ö). 

8. 
Wenn die Coefficienten einer linearen Differentialgleichung 

für einen Werth x = a unendlich werden, übrigens aber in dessen Umgebung 
eindeutig sind, so hören im Allgemeinen die Integrale der Differentialgleichung 
auf in der Umgebung dieses Punktes eindeutig, stetig und endlich zu sein. 
Wenn dieses eintritt, so wollen wir den Punkt a einen wesentlich singu- 
lären Punkt der Differentialgleichung (1.) nennen. Wenn aber die Integrale 
in der Umgebung des Punktes a eindeutig, endlich und continuirlich bleiben, 
so soll a ein ausserwesentlich singulärer Punkt heissen*). 



*) Diese Benennung hat Herr "Weirestbass bereits ia seiner Vorlesung, walclie ich iu der A, (Ein 
leitung) angeführt habe, gebraucht. 
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Ist A„ die Determinante eines Fundamentalsystems ^,,J/,, •■■,y^ ind [379 
A^ diejenige Determinante, welche aus \ entsteht, wenn man die a'° Yertikal- 
reihe durch -j^, -^^j ■■■! ■ j^m" ei'setzt, so ist (§ 4 Gl. (7.) der A.) 

Da nun die Integrale der Differentialgleichung (1.) in der Umgebung 
eines ausserwesentlich singulären Punktes a eindeutig, continuirlich und end- 
lich sind, so gilt dasselbe für ihre sämmtlichen Ableitungen, folglich auch 
für die Determinanten A^^ und A^^. Nun aber sollen für gewisse Werthe von 
a = 1, 2, ..., m Coefficienten p^ fiir x = a unendlich werden, folglich zeigt 
die Gleichung (2.), dass A^ für x =^ a verschwindet. Da aber (A. § 4 Gl, (8.)) 
Aj^ bis auf einen nicht verschwindenden constanten Factor von der Wahl des 
Fundamentalsystems unabhängig ist, so folgt: 

I. Für einen ausserwesentlich singulären Punkt muss die De- 
terminante jedes Fundamentalsystems verschwinden. 

Es seien 6^,, ii^, .,., h^_^ willkürliche Grössen und x^ ein nicht singulärer 
Punkt, so kann man ein Integral yj der Differentialgleichung (1.) bestimmen, 
von der Beschaffenheit, dass b^^ h^, h^, ..., b^^_^ resp. die Werthe von 

dx ' dx' ' ' ' '' dx"*'' 

für X = x^ sind, — Denn man hat das System von Gleichungen : 

V] ^ c,2/, + c,t/, +■■■+ c^y^, 

^ = c^ + c^ +■■■+ c^ 
dx ' dx ' dx '^ dx ' 

^ = c ^^ + c --^ + ■■■ + c ^^'" 
dx" "- dx' '' dx'' "■ dx" ' 



(3.) 



' dx^ ' " dx'^ ' ' 

wo Cj, Cj, ..., c^ Constanten sind. Setzt man rechterhand x = x^ und Hnker- 
hand statt ri,^, ■■■, -j-s^r resp. h,b,,....b . so hat man zur Bestimmung 
der Grössen c ein System Unearer Gleichungen, dessen Determinante nicht 
verschwindet, 

F110I18, mithsm. Wsriie. 1. 30 
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Ist dagegen x^ ein ausserwesentlich singulärer Punkt, so würde 
diese Determinante verschwinden, es müssten also die Grössen b eine lineare 
homogene Relation erfüllen, um resp. als Werthe eines Integrals und 
dessen m — 1 ersten Ableitungen für x = x^ angesehen werden zu können. 
380] Das Verschwinden der Determinante eines Fundamentalsystems in den 
ausserwesentlich singuläi-en Punkten macht also den characteristischen Unter- 
schied zwischen solchen Punkten und den nicht singulären aus. 

Da in der Umgebung des ausserwesentlich singuläi-en Punktes a die Co- 
efficienten der Differentialgleichung (l.) eindeutig, die Integrale derselben aber 
eindeutig, endlich und contimürlich sind, so folgt aus dem Satze in § 3, dass 
in der Umgebung von a die Coefficienten die Gestalt: 

haben, wo P^(x) in derselben Umgebung eindeutig, endlich und continuirlich 
ist. Aus der Gleichung: 

(5.) A„ = C.e--^^^^, (A. § 2 Gl. {3,)), 

wo C eine nicht verschwindende Constante bedeutet, und aus Gleichung (4.) 
folgt: 

(6.) A, = (x~ay^''-''\G{x), 

wo G{x) in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in 
a von Null verschieden ist. Da nun A^ in der Umgebung von a eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a gleich Null ist, so ergiebt sich, dass P^{a) 
eine negative ganze Zahl ist, wenn a einen ausserwesentlich singulären Punkt 
bedeutet. — Die zum Punkte a gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (1.), deren Coefficienten durch die Gleichungen (4.) 
bestimmt werden, ist: 

(7.) "£r(r-l)...(r-«« + a + l)P,(«) + PJ«) = 0, P,(a) = 1. 

Jeder Wurzel »■ dieser Gleichung entspricht (nach A. § 6) ein wie F be- 
schaffenes Integral y derart, dass (x~ay^'y für x = a nicht verschwindet, da 
aber in der Umgebung eines ausserwesentlich singulären Punktes die Integi'ale 
eindeutig, endlich und continuirlich sind, so müssen die Wurzeln der Glei- 
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cliung (7.) positive ganze Zahlen oder Null sein, daher auch J*,(a), P^^), ■ ■•, PS") 
ganze Zahlen, oder, mit Ausnahme von F^{a), Kuli. Aus Satz XI. § 4 folgt 
femer, dass die Wurzeln derselben Gleichung von einander verschieden sind, 
es kann daher auch nur eine derselben, folglich nicht gleichzeitig P (o) und 
2ol-2.3...()H — a — 1) Pj(o) verschwinden. 

Die "Wurzeln der Gleichung (7.) bilden in diesem Falle eine einzige 
Gruppe. Sind dieselben »',, j'^, ■■■,s'™ so geordnet, dass jede folgende kleiner 
ist, als die vorhergehende, und setzt man '■„.i, = ^'m + ^as i'id bildet mit [381 
r^ statt 'i\ die Determinanten D{h^a) der vorigen No,, so hat man den Satz; 

11. Damit a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Diffe- 
rentialgleichung (1.) sei, ist erforderlich und hinreichend: 

1) dass die Differentialgleichung in der Umgebung dieses 
Punktes die Gestalt: 

(80 . («'-<-£!- + (a'-<-'p,(^)^ä+-' + pj^)»/ = 

habe, wo die Functionen Pj(ic), ..., P^(ä:) in der Umgebung von a 
eindeutig, continuirlich und endlich sind; 

2} dass PJ^a) eine negative ganze Zahl ist; 

3) dass die Wurzeln der Gleichung (7.) von einander verschieden 
und, bis auf eine etwa verschwindende, positive ganze Zahlen sind; 

4) dass für keinen Werth von ß=:t,2,...,m — 1 irgend eine der 
Determinanten i>(0, k), D(t, k), . . ., i?(K — l, k) von Null verschieden ist. 

Ist d = *',~^™i so kann man nach dem Satze II. des vor. § bei der Be- 
urtheilung der Art der Singularität des Punktes a in den nach Potenzen von 
x — a fortschreitenden Reihen P^{a;) die Glieder mit höheren Potenzen als die 
rf*^ unterdrücken, so dass der Punkt a ein wesentlich oder ausserwesentlich 
singulärer Punkt der Differentialgleichung (8.) ist, je nachdem er ein wesent- 
lich oder ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung 

ist, wo Pj, Pj, ..., F^ die durch die Abkürzung von P^, P^, ..., P^ erhaltenen 
ganzen Functionen sind. 
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9. 
Wenn die Coefficienten der Differentialgleichnng : 

(1-) (=»-«)"-£!■ +(^-<')-'p.w-£ä-+- + p.(«)<( = 

die in Satz II. unter No. 1) — 3) (vor. §) angegebenen Bedingungen erfüllen, 
so können die Ausdrücke der Integrale in der Umgebung des Punktes a (nach 
§ 4) noch mit Logarithmen behaftet sein. Ob dieses stattfindet oder nicht, 
läast sich nach § 7 beui'theilen, wie dieses in der That im Satze II. vor. § 
unter No. 4) geschehen ist. Diese Frage lässt sich noch auf eine andere Weise 
entscheiden, wie wir jetzt zeigen wollen. 

383] Die Integrale der Differentialgleichung (1.) sind unter den gemachten 
Voraussetzungen wie F beschaffene Functionen, welche zu ganzzahligen posi- 
tiven Exponenten gehören, nämlich den Wurzeln der Gleichung: 

(2.) S,.(r-l)...(r-m + a + l)P«(«) + P„(a) = 0, P„(«) == 1. 

Ist r^ wieder die grÖsste Wurzel dieser Gleichung, so sind die Ableitungen 
eines mit Logarithmen behafteten Integrals spätestens der j-^+l'™ Ordnung 
wie F beschaffene Functionen, welche zu negativen Exponenten gehören. 
Dieses ergiebt sich aus der Form des Fundamentalsystems § 4, Satz IV. Da- 
gegen sind die Exponenten, zu welchen die Ableitungen beliebiger Ordnung 
eines von Logarithmen freien Integrals gehören, stets positiv. 

Bildet man aber eine lineare Differentialgleichung für die abhängige 
Variable 2 von der Art, dass ihr die «""' Ableitungen sämmtlicher Integi'ale 
der Differentialgleichung (1.) und nur diese genügen, so hat dieselbe nach 
dem Satze in § 3 die Gestalt: 

(3.) (x-„)"g + (^-„)"-ft(»)-^ + ... + e.(»)j, = 0, 

wo Qj{x), ■■■, Q„(^) in der Umgebung von a eindeutig, continuiiiich und end- 
lich sind. 

Wählt man s = r^+1, und ist die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (3.) 

(4.) 2V(r-l)...(r-» + a + l)ej«) + e» = 0, Q„{a) = 1, 
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I. 80 ist a ein wesentlich oder ausserweaentlicli singulärer 
Punkt, je nachdem diese. Gleichung negative Wurzeln enthält 
oder nicht. 

Es ist daher noch, eine Methode anzugehen, wonach eine lineare homogene 
Differentialgleichung für die abhängige Variabln z hergestellt wird, der die 
s*™ Ableitungen sämmtlicher Integrale einer gegebenen Differentialgleichung: 

und nur diese genügen. Eine solche wollen wir nunmehr aufsuchen. 

Eliminirt man aus dem Systeme von Gleichungen, welches man erhalt, 
wenn man die Differentialgleichung (5.) mit den durch s aufeinanderfolgende 
Differentiationen derselben entstandenen verbindet, die Grössen 

dy d'~^y 

~^' äx dx""' ' 

so ist das Resultat der Elimination allerdings eine lineare homogene Diffe- [383 
rentialgleichung m'" Ordnung für -^-f- = ^, und es genügen derselben die 
g%w Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.). Allein 
die Ordnung derjenigen Differentialgleichung für s, der nur die ä'™ Ableitungen 
der Integrale der Differentialgleichung (5.) geniigen, kann niedriger als die 
m*° sein. In der That hat jedes Integi-al z derselben die Gestalt: 

wo Cj, Cg, .-.,<;„ Constanten, und )/,, ^,, ■■■■,y^ ein Eundamentalsystem der 
Differentialgleichung (5.) ist. Genügt nun der Differentialgleichung (5.) eine 
ganze rationale Function f{x)i von niedrigerem als dem s'™ Grade, so ist 

fix) = Kyi+Ky,-k--- + h„y„, 
wo '^,5 ^j) ■ ■ ■) ^i^m bestimmte Constanten sind. Aus dieser Gleichung folgt: 

Genügen der Differentialgleichung (5.) noch mehrere andere ganze ratio- 
nale Functionen von niedrigerem Grade als dem ä*"*, so bestehen noch mehrere 
der Gleichung (7.) analoge Gleichungen. Es lassen sich alsdann nicht m In- 
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tegrale s der Form (6.) angeben, zwischen denen keine lineare homogene 
Relation mit constanten Coefficienten bestände. 

Man muss daher einen anderen Weg einschlagen, um diejenige Diffe- 
rentialgleichung herzustellen, welcher die ä'™ Ableitungen sämmtlicher Integrale 
der Differentialgleichung (5.) und nur diese genügen. 

Es sei p^_^ in der Reihe der Coefficienten der Differentialgleichung (5.) 
p ,p , ..., p der erste, welcher nicht verschwindet, und setzt man -r-r — u 
und m — X = |3, so geht (5.) über in 

Ist y,, y^, ■•■, y^ ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (5.), 
M,,Mj, ...,M„ ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (8.), und be- 
zeichnet man das Resultat einer auf eine Function f(x) a mal wiederholt ange- 
wandten Integration in üblicher Weise mit f " f(x) dx, so sind 

I u^dx, f u^dx, ,.,, J u^/lx 

Integrale der Differentialgleichung (5.). Es lassen sich daher diese Gh'össen 
linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch y^, y^, ■■■,y dar- 
stellen. Differentiirt man die ß Gleichungen, welche diese Darstellungen 
384] liefern, Amal, so folgt, dass \,u^^ ...^u. sich linear, homogen und mit 
constanten Coefficienten durch die A*™ Ableitungen von y , y , ■.-, y dar- 
stellen lassen. 

II. Der Differentialgleichung (8.) genügen daher die A'"* Ab- 
leitungen sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.) 
und nur diese. 

Dividirt man Gleichung (8.) durch p^ und differentiirt, so erhält man eine 
Gleichung der Form 

wenn man -^ = ij setzt. Sie wird befriedigt durch v =^,v =^, v ^^ 
WO M,, «,, ...,u^ ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (8.) ist. Nun 
aber ist eine Gleichung der Form Cj^'j + c^ti, + ■■■ + c,f. =^ 0, wo c,, c^, . .., c 
Constanten sind, unmöglich. Denn aus dieser würde sich ergeben 
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WO C eine Constaute, und zwar eine von Null vexsehiedene, weil m^, %, .--,«= 
ein Fundamentalsystem von (8.) ist. Es müsste demnacli die Differentialgleichung 
(8.) eine nicht verschwindende Constante zum Integi'al haben, was unmöglich 
ist, weil p von Null verschieden ist. Man hat daher den Satz: 

III. Der Differentialgleichung (9.) genügen die ersten Ableitungen 
sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (8.), und nur diese. 

Der Differentialgleichung (9.) genügen also die A + l"" Ableitungen sämmt- 
licher Integrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese. Daher ergiebt 
sich folgendes Verfahren, um eine Hneare homogene Differentialgleichung her- 
zustellen, welcher die s'™ Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differential- 
gleichung (5.) und nur diese genügen: 

Man dividire die Differentialgleichung (Ö.) durch den Coefficienten der 
niedrigsten der wirklich darin enthaltenen Ableitungen, abgesehen von einem 
Constanten Factor, und differentiire die so erhaltene Gleichung. Auf die als- 
dann entstandene Differentialgleichung wende man dasselbe Verfahren an, auf 
die nunmehr entstandene wiederum dasselbe Verfahren, und fahre nur so lange 
fort, bis man zum ersten Male eine Differentialgleichung erhält, in welcher der 
niedrigste der wirklich darin enthaltenen Differentialquotienten gleicher oder 
höherer Ordnung als -5-^ ist, so ist diese Differentialgleichung die gesuchte. — 

Es ist noch zu bemerken, dass in dem Systeme von Differentialgleichungen, 
welches man erhält, wenn man s^r^+i annimmt und dieses Verfahren auf 
die Differentialgleichung (1.) anwendet, jede Differentialgleichung als Diffe- [385 
rentialgleichung für die niedrigste der wirklich darin enthaltenen Ableitungen 
aufgefasst, die Gestalt der Differentialgleichung (3.) hat, %venn man in dieser 
statt ^ diese niedrigste Ableitung setzt. Die derselben zugehörige determi- 
nirende Fundamentalgleichung (4.) darf keipe negativen Wurzeln enthalten, 
wenn a ein ausserwesentlich singuläxer Punkt der Differentialgleichung (1.) ist. 
Zieht man es daher vor, successive die einzelnen den verschiedenen Differential- 
gleichungen des Systems angehörigen Fundamentalgleichungen zu uhtersuchen, 
so wird man häufig nicht erst bis zur Differentialgleichung für — -— f- ^or- 
zuschreiten brauchen, um zu entscheiden, ob a ein wesentlich oder ausser- 
wesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung (t.) ist, nämlich dann, 
wenn eine der erwähnten Fundamentalgleichungen negative Wurzeln enthält. — 

Berlin, im Januar 1868. 
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ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt; 

S. 207, Zeile 9 Y. «, ai - a statt x — a, 

„ 211, „ 2 Productform statt Prodncteaform, 

„ 211, „ 5 V. u. im. Exponenten auf der reciiten Seite der Gleichung a statt a, 

„ 212, „ 12 A. statt Abi., 

„ 216, „ 7 V. u. <a, statt (u, 

„ 217, „ 4 V. u. ist ferner statt sind ferner, 

„ 219, „ 6 V, u, (A. § 6 I.) statt (A. ^ 6 No. 2), 

„ 220, „ *< die mit 2tii multiphcirten •'titt dts i-t fache dei 

„ 221, „ 7 Conetaiiten statt Constante 

„ 226, „ 20 (S) statt R 

„ 228, „ 8 V u eindeutige contmuirliche statt eindeutig ronfinuirlicli, 

„ 229, „ 7\ u 9(a0)c statt 9(0 0) 

„ 237, „ Htm* derselben statt derselben s 

„ 233, „ 12 13 wiederholt angewandten statt wiederholte 

„ 239, „ 17 der statt die 

„ 239, „ 10 1 u - statt y 
Es wurde eingefügt; 

S. 210, Zeile 11 »sind«, 

„ 216, „ 7 >G1.., 

„ 239, „ 2 >eine. 
2) Auf S. 207, Zeile 2 bis Gl. (4.) einschliesslich müssen (yerg!. Hepptek, zuf Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Habilitationsschrift etc., Leipzig, 1888, S, 14) die daselbst auftretenden Grössen ip^B 
durch (x~a) "f^^ ersetzt werden. Ebenso ist die S. 217, Zeüe 5 vorhommende Gleichung durch 
{x-df' cp„„ = Const. (aj-af' (j>„ 



Zur No. 2 verg!. die Anmerkung 2) au der Torhergehenden Abhandlung VI, S. 203. 
Am Schlüsse der Abhandlung S. 239, Zeile 2 u, 6 v, u. muss an Stella von Fundamentalgleichung 
gesetzt werden determinirende Fundamentalgleichung. 

SCH, 
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DIE PERIODICITATSMODULN DER HYPEEELLIPTISCHEN INTEGRALE 
ALS FUNCTIONEN EINES PARAMETEKS AUFGEEASST. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd, 71, 1870, S. 91— 127.) 



Man wird in der Analysis häufig zur Darstellnng einer Function durch [91 
ein bestimmtes Integral geführt, welches das Argument derselben als Para- 
meter enthält. Besondere häufig werden Integrale linearer Differentialgleichungen 
unter diese Form gebracht. Diese Darstellung einer Function hat vor der 
dui'ch unendliche Reihen im Allgemeinen die Gültigkeit in der ganzen Ebene 
voraas. Aber ee ist bisher nur in wenigen Fällen gelungen, die Eigenschaften 
der Functionen aus der Integralform herzuleiten, Ich hoffe daher, es werde 
nicht überflüssig erscheinen, wenn ich im Folgenden die bestimmten Integrale, 
welche in der Theorie der hyperelliptischen Functionen unter dem Namen 
der Periodicitätsmodulu auftreten, als Functionen eines Parameters aufgefasst, 
untersuche. Es werden die Haupteigenschaften dieser Functionen hergeleitet 
und lineare Differentialgleichungen, denen sie genügen, entwickelt. — Es wird 
ersichtlich sein, dass die hier befolgte Methode sich auf die Periodicitäts- 
modulu der allgemeinen AsELschen Integrale anwenden lässt-, und im Wesent^ 
liehen für diese zu ganz identischen Ergebnissen führt. Ich. behalte mir vor, 
bei anderer Gelegenheit dieses weiter nachzuweisen. — Die hier auftretenden 
Differentialgleichungen gehören zur Klasse derjenigen, welche ich in den Ab- 
handlungen (dieses Journal Bd. 66, No. 4 Gl. (12.)^) imd Bd. 68^)) betrachtet; 
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und in so fem steht die gegenwärtige Arbeit mit jenen im engsten Znsammen- 
hange. In der That ist sie in ihren Gh'undzügen schon vor mehr als zwei 
Jahren entworfen, und nur ihre Endredaction durch verschiedene Hindernisse 
verschoben worden. — Die eben angeführten Abhandlungen werde ich der 
Kürze halber im Folgenden unter dem Zeichen A. B. 66 und A. B. 68 citiren. 

1. 

Ea sei 
(1.) s' = ^(x,u), 

wo <f(a;,M) eine ganze rationale Function von x und u ist, und zwar in Be- 
92] zug auf X vom Grade n, von der Beschaffenheit, dass nicht zwei der 
Wurzeln der Gleichung für x 

(2.) ^(x,u) = 0, 

die wir mit (7^, 0^, ..., a-^ bezeichnen wollen, für jeden Werth von u einander 
gleich sind. Stellen wir die Function s nach Elemänn durch eine zweibiättrige 
Fläche T dar, so sind ß^, ß^, ..., a^ die Verzweigungspnnkte derselben. Ebenso 
stellen wir die durch die Gleichung (2.) definirte algebraische Function x von 
u durch eine )i-blättrige Fläche 8 dar, und bezeichnen deren Verzweigungs- 
pnnkte (auch solche Punkte eingerechnet, in welchen Wurzeln einander gleich 
sind, ohne dass Verzweigung stattfindet) mit &,, h^, . . ., h^. Durch die n Blätter 
dieser Fläche wird also der Verlauf der Verzweigungspunkte der Fläche T 
bestimmt. 

Es sei !(•"" ein von den Verzweigmigsp unkten der Fläche 8 verschiedener 
Punkt und a^*, d°\ ..., a'°* die ihm entsprechenden Wurzeln der Gleichung (2.), 
so werde die Form T''" der zugehörigen Fläche T folgendermassen bestimmt. 
Es werde ein die beiden die x- Ebene bedeckenden Blätter durchdringender 
Schnitt, Haupts chnitt, längs einer durch alle Verzweigungspunkte a!^', a'°\ ..., a'^' 
hindurchgehenden, sich selbst nicht durchschneidenden Linie geführt, und als- 
dann das obere und untere Blatt eindeutig mit den Werthen von s belegt. 
Nennt man einen zwischen zwei auf einander folgenden Verzweigungspniiktcn 
enthaltenen Abschnitt des Hauptschnittes einen Theil desselben, so werden 
beide Blätter in diesen Theilen abwechselnd in einander übergehen oder getrennt 
verlaufen. Die ersteren mögen Verzweigungstheile des Hauptschnittes heissen. 
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Geht u von u"" continuirlicli zu einem anderen Wertlie u auf einem Wege 
über, der durch keinen der Verzweigungspunkte der Fläche S führt, so gehen 
die Wurzeln der Gleichung (2.) in der a;-Ebene continuirlich von den Werthen 
a™, ö™j ..., «"' resp. zu den Werthen a^, a^, ..., a^ längs bestimmter Cm-ven 
über, die resp. mit A^, Ä^, .,., Ä^ bezeichnet werden mögen. Zu gleicher 
Zeit gehen in jedem Punkte der a;-Ebene, der nicht auf einer der letzteren 
Curven sieh befindet, die zugehörigen Werthe von s in vollkommen bestimmte 
andere über. 

Nunmehr denke man sich eine neue zweiblättrige Fläche übet die a;-Ebcne 
ausgebreitet und verpflanze in jedem Punkte der a:-Ehene die durch continuir- 
liche Ändenmg von ^l umgewandelten Werthe von s des oberen und unteren 
Blattes von T"" resp. in die über demselben Punkte der a:-Ebene befind- [93 
liehen Punkte des oberen und unteren Blattes der neuen Fläche. Diese 
letztere Fläche soll die dem Werthe u entsprechende Fläche T sein. In con- 
tinuirlich auf einander folgenden Punkten derselben folgen alsdann in dem- 
selben Blatte die Werthe von s continuirlich auf einander, wenn nicht der 
Übergang durch einen Verzweigungstheil der Fläche T'"^ oder durch eine der 
Curven A führt. Bei dem Übergange durch eine dieser Linien gelangt man 
zu entgegengesetzten Werthen von s. In der That sind die an verschiedenen 
Seiten der Verzweigungstheiie in demselben Blatte von T"" befindlichen Werthe 
von s entgegengesetzt gleich, folglich auch ihre dua^ch continuirliche Änderung 
von « umgewandelten Werthe in dem entsprechenden Blatte der Fläche T. 
Ferner führt jeder noch so kleine Umlauf um einen der Punkte a^, a^, ..-,«„ 
den Werth s continuirlich zum entgegengesetzten über, was nur möglich ist, 
wenn resp. an den Curven A^, A^, ..., A^^ ein plötzliches Übergehen zum ent- 
gegengesetzten Werth stattfindet, — Die beiden Blätter der Fläche T, deren 
Verzweigungspunkte a^, u^, , , ., 0^, werden demnach längs einer Linie durch- 
schnitten, welche aus dem Hauptschnitte der Fläche 2^"" durch Einschalten 
der beiden Seiten der Curven A oder auch derselben Seite in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen genommen entsteht, und es werde dieser Schnitt der 
Hauptschnitt der Fläche T genannt. 

Zwei Verzweigungspunkte der Flächen T und T''"\ die durch continuir- 
liche Änderung von u aus einander hervorgegangen sind, mögen entsprechende 
Verzweigungspunkte, und solche Theile ihrer bezüglichen Hauptschnitte, die 

31* 
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zwischen entspreclienden Verzweigungspunkten enthalten sind, entsprechende 
Theile genannt werden. Es folgt alsdann, dass die den Verzweigungstheilen 
der Fläche J""* entsprechenden Theile des Hauptschnittes der Fläche T im 
Allgemeinen in ihrem ganzen Verlaufe Verzweigungstheile sind. 

2. 

Wenn zwei Curven .4^ und A^ sich in einem Punkte m der ir-Ebene 
achneiden, so muss einer der Verzweigungspunkte «^ und a . welche resp. 
diese Curven beschreiben, früher in m angelangt sein als der andere, da ihre 
"Wege nicht durch einen der Verzweigungspunkte der Fläche 8 führen. Wenn 
«^ früher anlangt als « , so wollen wir sagen, die Curve J.^ geht der Cnrve 
A in Bezug auf m voran. Ebenso befindet sich jeder dem Hauptschnitte 
der Fläche T"" angehörige Punkt an seiner Stelle, ehe eine der Curven A 
sich dorthin erstreckt. Wir sagen daher analog, wenn ein Xheil des Haupt- 
94] Schnitts der Fläche T'°' von einer der Curven A geschnitten wird, der 
erstexe gehe der letzteren in Bezug auf den Durchschnittspunkt voran. — In 
beiden Fällen heisst der Theil der Curve A^ welcher nach dem Durchschneiden 
mit der vorangehenden Curve entstanden, der nachfolgende Theil. 

Die beiden Verzweigungspunkte, welche einen Theil des Hauptschnittes 
einer Fläche T abgrenzen, wollen wir in willkürlicher Weise als Anfangs- 
und Endpunkt desselben von einander unterscheiden, jedoch so, dass in allen 
Flächen T sowohl die Anfangspunkte als auch die Endpunkte entsprechender 
Theile entsprechende Verzweigungspunkte sind. 

Bewegt man sich auf der a;-Ebene längs eines Theiles des Hauptschnittes 
vom Anfangspunkte desselben zum Endpunkte hin, so sollen die linke und 
die rechte Seite dieser Bewegung auch die linke und die rechte Seite dieses 
Theiles genannt werden. — 

Es sei nunmehr 

= li^l 

wo f{<c) eine ganze rationale Function von x und u bedeutet, so ist das Integral 

s = Jydx 
in jeder Fläche T bestimmt, wenn der Integi-ationsweg vorgezeichnet wird. — 
Längs eines jeden im Endlichen verlaufenden Theils des Hauptschnitts einer 
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Fläche T wird das Integi-al z vom Anfangspunkte bis zum Endpunkte dieses 
Theils auf der linken Seite desselben erstreckt, und zwar wird das Blatt, von 
welchem die Integration ihren Ausgang nimmt, so gewählt, dass der an einem 
dem Hauptschnitte der Fläche T"" angehörigen Abschnitte des Theiles befind- 
liche Integi'ätionsweg im oberen Blatte verläuft. Überschreitet der Integrations- 
weg eine Curve A längs einer Linie, welche dieser Curve vorangeht, so ist 
ein Integrationsweg einzusehalten, welcher den nachfolgenden Theil der letz- 
teren umgiebt. Die so gebildeten n~\ Integrale heissen die Periodicitäts- 
moduln des Integrals s in der Fläche T. *) 

Für die Fläche T"" sind demnach die Periodicitätsmoduln die an den 
Theilen des Hauptschnitts dieser Fläche auf der linken Seite derselben vom 
AnfangspunJit bis zam Endpunkt im oberen Blatte sich erstreckenden Integrale. 

Ein Periodicitätsmodul der Fläche T"" repräsentii't in Verbindung mit 
der Schaar der in den verschiedenen Flächen T auf den entsprechenden [95 
Theil der Haupschnitte derselben bezogenen Periodicitätsmoduln eine bestimmte 
Function von u. 

3. 

Die Periodicitätsmoduln sind in der Umgebung eines von den Ver- 
zweigungswerthen der Flache S verschiedenen Werthes von u continuirlich 
und eindeutig. In der That sei u ein von den Verzweigungspunkten der 
Fläche S verschiedener Punkt und m' = u + S ein beliebig wenig davon ver- 
schiedener, T und T' resp, die zugehörigen Formen der Fläche T. Femer 
mögen ein Paar dem Werthe m entsprechende Verzweigungspunkte a^ und a 
während des tJberganges von u nach ^(' resp. auf den Curven A^ und A in 
o.^ und a'^ übergehen. Ist l der Theil des Hauptschnittes von T zwischen (ij 
und a , so ist die Cuiwe, welche der Keihe nach aus A^, l, A^ zusammengesetzt 
ist, der entsprechende Theil des Hauptschnitts der Fläche T", Der Theil des 
Periodicitätsmoduls längs l in T' ist mit abnehmendem 8 beliebig wenig von 
dem Periodicitätsmodul längs l ia T verschieden, während die Integrale längs 
Af und A . weil diese Curven mit S beliebig klein werden, und weil u kein 
Verzweigungspunkt der Fläche S ist, selber mit ä beliebig klein werden. 
Hieraus folgt aber die Stetigkeit des Periodicitätsmoduls zwischen a^ und c',,. 



*) Diesen Namen führen zwar gewölinlich die doppolten "Werthe unserer Integrale, allein diese 
Unterschied ist für das Folgende gleichgültig. 
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Macht M um einen von den Verzweigungspunkten der Fläche S* ver- 
schiedenen Punkt einen in der Umgebung desselben befindlichen Umlauf, so 
kann die Fläche dieses Umlaufes so klein gewählt werden, dass die Punkte 
ßj, «j, ..,, a^ beliebig kleine, ganz aus einander liegende vollständige Umläufe 
vollziehen. Ist l ein Theil des Hauptschnittes der Fläche T zwischen a^ und 
a , so besteht in der nach dem Umlauf resultirenden Fläche T' der ent- 
sprechende Theil des Hauptschnitts der Reihe nach aus der kleinen von a^ 
beschriebenen Peripherie, aus l, und aus der kleinen von a beschriebenen 
Peripherie. Da aber in der Fläche T' ausserhalb der von den Punkten 
«j, Oj, ..., a^ beschriebenen Umläufe s im oberen und unteren Blatte denselben 
"Werth hat wie resp. in den über demselben Punkte der x-Ebene befindlichen 
Punkten des oberen und unteren Blattes von T, so folgt, dass der Theil des 
Periodicitätsmoduls längs l in beiden Flächen denselben Werth hat. Die 
Theile des Periodicitätsmoduls in T' längs den beiden Peripherieen sind aber, 
96] weil der Umlauf von u um einen von den Verzweigungspunkten der Fläche 
iS verschiedenen Punkt geschieht, mit diesen Peripherieen verschwindend klein. 
Demnach sind die Periodicitätsmoduln an den entsprechenden Theilen der 
Hauptschnitte in T und T' einander gleich. Hieraus ergieht sich, dass der 
Periodicitätsraodul in der Umgebung eines von den Verzweigungspunkten der 
Fläche 8 verschiedenen Punktes u eindeutig ist. 



Es sei ■(] ein Periodicitätsmodul zwischen a^ und a für irgend einen von 
den Verzweigungswerthen von S verschiedenen Werth, das heisst das Integral 
s ^ fydx erstreckt über eine in No. 2 angegebene von «^ nach a führende 
Linie in der zu diesem Werthe von u gehörigen Fläche T. Man erstrecke 
das Integral z va. T über eine geschlossene Curve q, welche den Integratioi^- 
weg von 7j derart umgiebt, dass sie durch keinen der Verzweigungspunkte 
hindurchführt und dass innerhalb derselben keine Verzweigungspunkte sich 
befinden, durch welche der Integi'ationsweg von '(\ nicht hindurchführt, und 
bezeichne dieses Integral mit f'ydx, so ist 

(1.) V] = \f'ydx. 

Da u von den Verzweigungspunkten der Fläche 8 verschieden ist, so können 
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die Dimensionen dieser Curve q bei hinlänglich kleinem d so gewählt werden, 
dass sie mit einer geschlossenen Curve, welche den Integrationsweg des Feri- 
odicitätsmoduls 7)' an dem entsprechenden Theile des Hauptschnittes einer 
zum Werthe ^* + * gehörigen Pläche T' in ähnlicher Weise wie q den Weg 
von V] umgiebt, in der a:-Ebene sich deckt. Bezeichnet man alsdann das In- 
tegral, welches über die Curve q in T' erstreckt ist, mit J"y'dXy wo y' und 
y demselben x zugehörige Werthe in den entsprechenden Blättern von T und 
T' sind, imd setzt man y' = y+Ay, so ist 

(2.) vj' = ify'äx, 

(3.) f'i/'dx = f'ydx+J' Aydx. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, da y in keinem Punkte von q unend- 
lich wird, 

Da ebenso -n— , so wie alle folgenden Ableitungen von y nach u in keinem 
. Punkte von q unendlich werden, so ergiebt sich auf dieselbe Weise für [97 
jede Ordnung l 

^^■> du' ~ 9J aH^""^- 



Es sei h einer der Verzweigungspunkte der Fläche S, und möge u in 
dessen Umgebung von einer Anfangslage «"" aus einen Umlauf vollziehen, so 
werden die Grössen «,, ß^, ■ ■ ■■, (i„ im Allgemeinen in Gruppen zerfallen, derart, 
dass die Glieder einer Gruppe nach dem Umlaufe von u cyclisch in einander 
übergehen. Es können auch alle Grössen a eine einzige Gruppe bilden, und 
einzelne Gruppen nur ein einziges GUed enthalten. Der Anfangslage «"" ent- 
spreche die Fläche T"', und diese wandle sich nach dem Umlauf von u in 
T" um. Die Curven, welche in der a;- Ebene von einer Gruppe G der Ver- 
zweigungspunkte a^,a^,...,a^ beschi-ieben werden, bilden die Begrenzung 
eines geschlossenen Eaumes, welcher denjenigen Punkt k umschliesst, mit 
welchem die Glieder der Gruppe G für t( = b zusammenfallen. Diese ge- 
schlossenen liäume können theilweise zusammenfallen. In den über dem- 
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selben Punkte der a;-Ebene befindlichen Punkten dei Flächen T""' und T' sind 
die Werthe von s im oberen und unteren Blatte der einen resp. denen im 
oberen und unteren Blatte der anderen entweder gleich oder entgegengesetzt, 
da ff(iC,M) eine symmetriache Function der Grössen a^, <i^, . . ., ß^ ist. Ersteres 
findet allemal statt für einen Punkt x ausserhalb der von a^, a^, ..., «^ ge- 
bildeten E.äume, dagegen wird letzteres innerhalb dieser Räume erfolgen, wenn 
in dem Werthe e^ '"*cp{a:, m), in welchen '-ficCjU) nach einem umlaufe von u 
nm b übergeht, k eine ungerade Zahl ist. — Ein Periodicitätsmodul des Inte- 
grals s in der Fläche T' kann demnach als ein Integral angesehen werden, 
welches in der Fläche T"" zwischen zwei Verzweigungspunkten sich ersfereckt, 
d. h. als eine Summe von positiven oder negativen ganzen Vielfachen der 
Periodicitätsmoduln in der Fläche J*"". 

Die Periodicitätsmoduln als Functionen von u haben daher die Eigen- 
schaft, nach einem Umlauf von u um einen Verzweigungspunkt der Fläche S 
in lineare homogene Functionen mit ganzzahligen Coefficienten ihrer ursprüng- 
lichen Werthe überzugehen. 

Im Allgemeinen bleiben die Periodicitätsmoduln auch nicht unverändert, 
wenn u einen Umlauf um co macht, selbst wenn letzterer Punkt nicht zu den 
Verzweigungspunkten der Fläche S gehört. Man zeigt ebenso wie für diese 
Verzweigungspunkte, dass jeder Periodicitätsmodul in eine lineare homogene 
l'unction mit ganzzahligen Coefficienten der ursprünglichen Periodicitätsmoduln 
übergeht. 

98] 6. 

Es muss nunmehr die Art der Unstetigkeit der Periodicitätsmoduln in 
den A'^erziveigungspunkten der Fläche S und für u = 00 näher untersucht 
werden. — Es bedeute 11 das Prodnct der Diiferenzen der Wurzeln der Glei- 
chung (fi(x,u) = 0,*) imd man setze an die Stelle jeder Differenz a^-~a^ den 
gleichwerthigen Ausdruck a^ — x—{a~x), so lasst sich 11 luf die (jestalt 



*) Ist f>(0 der Coeffl ient von a, in ^(^ u) so fuiiit die Suhstitufion t = di^ Integral 

/. -— ubei in ein andeiea der Form i}j(m)' / ' ^— ^ wo p so gewählt werden kinn das& fAai) 

V!p(*.«) J vtp,(a. m) 

und i^i{af,u) wiedei ganze rationale Functionen lon x und m sind und in letzteier dPi CoefäciPnt von 
ai'" gleich Eins Da die Eigenschaften des Factois ]'(*). bekannt sind so kann doi Emf^chhcit wegen 
überall vorausgesetzt werden Amt, dei Coefücjent ■von a, ' in f\;t u) gleich Ems i t 
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bringen : 

(1.) n = ^k,ia,-xf'ia,-xf\..{a„~xf'\ 

eine Summe, in welcher der Coefficient \ jedes Gliedes eine positive oder 
negative ganze Zahl und die Exponenten A^, A^, ..., X^ von einander ver- 
schiedene positive Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., n — i sind, deren Summe 
gleich ^n{n~i). 

Der Quotient irgend eines Gliedes der Summe (1.) durch \lf{x,ti) hat 
die Gestalt: 

(3.) {-iy''h^(a,-xf'~^(a,-xf'~^...(a^~xf''^. 

Ist keiner der Exponenten l gleich Null, so wird der Ausdruck (2.) für 
keinen der Werthe a^, a^, ..., a^ unendlich. Ist einer davon, l^, gleich Null, 
so sind die übrigen von Null verschieden, der Ausdruck (2.) ist endlich für 
Oj, «,,..., a„_^ und unendlich wie (x — a^) für «,. — Wenn mehrere der 
Grössen a gleich a^ werden, so würde der Ausdruck (2.) auch für a^ nicht 
unendlich werden. 

Ist -»i ein Pei"iodicitätsmodul, so hat man 

(3.) n.7) = (~lf''-^Ic,J{a,-xf^~^ia,-xf'~^.,.(a,-x)^~^f{x)dx, 

die Integrale bezogen auf ein und dieselbe in No. 2 festgesetzte Linie zwischen 
zwei Verzweigungspunkten. Demnach ist H . tj auch in den Verzweigungspunkten 
der Eläche S nicht unendlich. Ist b einer dieser Verzweigungspunkte, so ist 
n in der Umgebung desselben von der Gestalt (u — bf-W, wo ß eine positive 
Zahl und fl' eine in der Umgebung von b eindeutige, endliche und con- [99 
tinuirliche Function bedeutet, die für u ^ b von Null verschieden ist. Daher 
werden die Periodicitätsmoduln in den Verzweigungspunkten b der Fläche S 
so unstetig, dass sie mit einer bestimmten Potenz (u — bY multiplicirt für u =^ b 
nicht mehr unendlich sind. 

Ist u" die höchste Potenz von u in /'(a;), so wird für jeden Periodicitäts- 
modul 7], als ein im Endlichen verlaufendes Integral, jedenfalls j*"™.!) für 
Zi ^ 00 nicht mehr unendlich. 
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Theils zur Erläuterung des Vorhergehenden, theila für den späteren Ge- 
brauch betrachten wir den besonderen Fall, dass 

w(x,u) = {x~\){x-k,) ...(x-K^:}{x-u), 

wo l\,\, ...,Ä^_, von u unabhängige und von einander verschiedene Gh-ösaen 
sind. — Die Fläche S besteht aus n über einander liegenden Blättern, in 
deren n~\ resp. die "Werthe Ä^, ft^, ..., \_^, in einem aber der Werth u sich 
befindet. In den Punkten « = ft^, m ^ fc^, , . ., u = \_^ sind also zwei der 
Wurzeln der Gleichung tp(a;, m)=0 einander gleich, eine Verzweigung der 
Fläche 8 findet jedoch in ihnen nicht statt. 

In jeder Fläche T werde der Hauptschnitt der Reihe nach durch u, 
fc , ftj, . . ., \_^ oder M, \, \, . . ., k^_^, oo geführt, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. Als Anfangspunkt des ersten Theiles werde ferner u, und als 
Anfangspunkt irgend eines zwischen \ und \^^ enthaltenen Theils \ betrachtet. 
Die Hauptschnitte verschiedener Flächen T unterscheiden sich daher nur in 
ihrem ersten Theile. 

Es sei u'°' ein Punkt in der Umgebung eines Verzweigungspunktes \, 
und es mache M von u"" ausgehend um diesen Verzweigungspunkt einen in 
dessen Umgebung befindhchen vollständigen Umlauf U, wodurch die Fläche 
T"", welche der Anfangslage von u in «'" entspricht, in die Fläche T' ver- 
wandelt wird, so besteht der erste Theil des Hauptschnitts der letzteren Fläche 
aus der geschlossenen Curve ü, in der ihrer Erzeugung entgegengesetzten 
Richtung genommen, und aus dem ersten Theile des Hauptschnittes der Fläche 
T"". — Wir können der Einfachheit wegen annehmen, dass der Hauptschnitt 
der Fläche 2"°' sich nicht selbst durchschneide. 

Für einen Werth x innerhalb U geht x — u in e ^''''(x — u) über, wenn u 
seinen Umlauf macht, während die übrigen Factoren von ff(x,u) unverändert 
bleiben, demnach geht s in —s über. Für einen Werth x ausserhalb ü bleibt 
loo] s unverändert. Es stimmen daher die Werthe von s der oberen und un- 
teren Blätter resp. von T"" und 3" über demselben Punkte der 3;-Ebene mit 
einander überein oder sind entgegengesetzt, je nachdem der Punkt x ausser- 
halb oder innerhalb U sich befindet. 
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Ist nunmehr 

wo f{x) eine ganze rationale Function von x und u bedeutet, so befinden sich 
die Curven, über welche die Periodicitätsmoduln des Integrals 2 =fijdx in 
der Fläche T"" erstreckt sind, alle im oberen Blatte. Bezeichnen wir die 
Periodicitätsmoduln in T*"' resp. zwischen «"" und fc^, h^ und \i---,\_^ und 
h _ mit (m"", ft ), (ä , ä ), . . ., {]^^_^t\_^^ ebenso ein im oberen Blatte von einem 
Verzweigungapnnkte a nach einem Verzweigungspunkte h, die noch nicht durch 
den Hauptschnitt mit einander verbunden sind, erstrecktes Integral mit (a, &), 
und die Werthe, in welche alle diese Grössen nach einem Umlaufe von u um 
h, übergehen, d. h, die entsprechenden Periodicitätsmoduln und Integrale in 
T', indem wir diese Zeichen mit Accenten versehen, so ist für A — 2, 3, ...,« — 2 

(1.) («",^.)'= -2{u\\) + {u\\), 

für f<. = ], 2, ..., A-2, A + 1, ..., Ji-2, 

(Ib.) {h-.,hy= 3K,fca)-K.^-i), 

Nun ist 

(2.) (»•, i,) = (»", S-.) + (t., i,) + (/f„ *,) + ■■■ + (i„_„ tj) 

für ft ^ 1, 2, ..., /i — 1, daher erhält man aus (J .) bis (Ic.) 

(3.) {«•,*,)■ = -(u',K)-^\(K,K) + (K,h) + '-' + (h-.,h)], 

(3a.) Cv. W = C'K *»«) 

für (i = l,2,...,J-2, i + ),...,»-2, 

(3b.) (7t,_„ *,.)■ = 2j(«', 4,) + (i„ i,) + (t„ t,) + ... + (*,^„ tt.,)j + 3(i,_„ i,), 

(30.) {*i,ti«)' = 2|(«*i''.) + (''"*.) + ft'''.) + -- + (*'-..'''i)l + (''J. '«.«)• 
Für >. = 1 ist 

(4.) («•,*,)■= («•,4.), 

(te.) (*„*,„)'=(*„*«) 
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für (i== 2,S, ...,n-2, 

loi] Für A = n~l gelten die E'ormeln (3.) bis (3b.), während die Formel (3c.) 
nicht in Betracht kommt. 

Macht u einen Umlauf V um oo, so bildet die Aussenseite desselben 
einen Umlauf um die Punkte k^,k^,...,Jc^_^. Die über demselben Punkte 
der x'-Ebene befindlichen Werthe von s in den oberen und unteren Blättern 
resp. der ursprünglichen Fläche T"" und der nach dem Umlaufe von u ent- 
standenen Fläche T' sind übereinstimmend oder entgegengesetzt, je nachdem 
X innerhalb oder ausserhalb V sich befindet. Wir können wieder der Ein- 
fachheit wegen annehmen, der Hauptschnitt der Fläche T"" durchschneide sich 
selbst nicht. "Wendet man hier dieselben Bezeichnungen an, wie oben, so ist, 

wenn n gerade 

(5.) (M°, JeJ = (u% h,) + 2\(h„ k,) + (Jc„ hj + - + {K_,, K_,)\, 

wenn n ungerade 

{5a.) (W, hj = 2|(^., 7c,) + {K, \) + -- + {K-,, K-,)\- («°, K) 

und in beiden Fällen 

(6-) (Ä.>W^-('V'U) 

für it = 1, 2, ..., n-2. 



Es seien in irgend einer Fläche T der Eeihe nach a^, a^, ..., a^_^ die An- 
fangspunkte und a^, rtg, ..., a^ die Endpunkte resp, des l'*", 2'"', ..,, (h — 1)'°° 
Theils des Hauptschnitts, vj,, t],, -..,"')„_, resp. die auf diese Theile bezogenen 
Periodicitätsmoduln. Wir umgeben den Integrationsweg eines jeden derselben 
in der in No. 4 angegebenen Weise mit geschlossenen Curven g^, q^^ ..., q^^^. 
Je nachdem n gerade oder ungerade, wird durch q^, q^, ■■■'9„_a oder durch 
9,1 $s) ■ ■ ■' ?n-i ^^^ Fläche T in eine einfach zusammenhangende 2" zerlegt, 
wenn man das nach No. 4 über q-^ erstreckte Integral mit / 



Es ist ferner. 
bezeichnet. 



'{%) 



Hosted by Google 



DIE PERIODICITATSMODULN DER HYPERELLIPTISCHEN INTEGRALE. 



(1-) 



■ 9- / y^^' 



Es sei nunmehr von den Periodicitätsmoduln t), , -jj^ , . . . , t)^^ eine Anzahl p 

nämlich r^^, t)^, ..., vj^ linearunabhängig, d. h. so beschaffen, dass eine [lo» 
Gleichung 

(2.) C,7i,+ C,Y],+ --- + Cj,Tlp = 

mit von n unabhängigen Coefficienten <;,, c^, ■ ■ -, c^ fni" einen endlichen Theil 
der M- Ebene nicht identisch stattfinden kann, wahrend die übrigen -q sich als 
lineare homogene Functionen von \j \j ■ ■ • ^ fi- ^-it von u unabhängigen Co- 
efficienten ausdrücken lassen. Man bilde eine lineare homogene Differential- 
gleichung 

welcher die p Functionen "'),, ^j, ■ ■ ■, Tj„, folglich sämmtliche Periodicitätsmoduln 
genügen, und setze 

SO repräsentirt die Gleichung (3.) nach No. 4 und den Gleichungen (1.) dieser 
Nummer folgendes System von n— I Gleichungen: 



(4.) f 



Ydx -- 



für i = I, 2, ..., n~\. 

Für ein gerades n ergeben die » — 2 ersten derselben, dass / 1^(7^ in der 
Fläche T' beim Überschreiten eines der Querschnitte, welche die Fläche T in 
die einfach zusammenhangende Fläche T' verwandeln, ungeandert bleibt; die 
letzte Gleichung (4.) enthält die Bedingung dafür, dass das Integi^al fYdx 
für X =^ CG nicht logarithmisch unendlich werde. 

Für ein ungerades n enthalten die w — 1 Gleichungen (4.) die Bedingung, 
dass fYdx beim Überschreiten der Querschnitte ungeandert bleibt. Bas In- 
tegral fYdx kann überhaupt für 3; = co nicht iogarithmisch unendlich werden. 
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In beiden Fällen also drückt das System der Gleichungen (4.) aus, dasa 
fYdx eine in der Fläche T überall eindeutige Function ist, die nur eine 
endliche Anzahl mal unendlich von der ersten Ordnung wird, d. h. es ist 
jYdx eine rationale Function von x und s, also 

(5.) jYäa: = F+Es, 

wo P und It rationale Functionen von x sind. Da aber Y selbst, wie leicht 
zu sehen, von der Form Zs ist, wo Z eine rationale Function von x ist, 

103] so ergiebt die Differentiation der Gleichung (5.) 

dx 
Die Differentialgleichung (3.) ist daher gleichbedeutend mit dieser Gleichung : 

(0.) ".-!;' +fe-.|;ä + - + A» = 7&-(^^)' 

wo jR eine rationale Function von x bedeutet. Sind die Grössen ß so be- 
stimmt, dass die Differentialgleichung (3.) durch sämmtliche Periodicitätsmoduln 
befriedigt wird, so bewirken dieselben auch, dass die linke Seite der Gleichung 
(6.) der Differentialquotient einer mit s multiplicirten rationalen Function von 
X werde, und umgekehrt. 

Um daher die Anzahl p der linear unabhängigen Periodicitätsmoduln 
und damit die Ordnung der Differentialgleichung (1.) zu bestimmen, wird die 
niedrigste Ordnungszahl p aufgesucht, für welche die Gleichung (6.) bestehen 
kann. Zu diesem Ende ist eine Eeduction der Integrale f^^dx auf eine 
gewisse endliche Anzahl einfacher Integrale erforderlich. 

9. 
Zur Eeduction der Integrale algebraischer Functionen der Form f-^^ dx, 
worin f{x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, bedienen wir 
uns eines Verfahrens, weiches mit demjenigen übereinstimmt, welches Herr 
Weierstrass in seinen Vorlesungen zur Eeduction der elliptischen Integrale 
anwendet. — Dasselbe beruht auf der Formel, aus welcher Jacobi den Satz 
von der Vertauschung von Parameter und Argument bei den Integralen dritter 
Gattung hergeleitet hat (Bd. 32, pag. 185 dieses Journals')). 

I) Jacobis Werts, Ba. n (1682), S. 121 II. Soli. 
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Es weide der Kürze wegen (f(x) statt fix^u) geschrieben, und man setze: 



,Ji, ^(i,«)= ' Ää, 






aj.(^,i) aj.(f,a^ ) ^ B 

S = -jj4jy[?(')-T(«)-'P'W('-»')-{(»-a:)(T'W-T'M)], 



ist, eine ganze rationale Function von x und t und zwar in Bezug auf [104, 
beide vom Grade n~2 wird. Man setze daher 

B = A^ + A,x + Ä^x^ + ■■■ + A^_^x"-', 

wo die Coefficienten Ä rational aus den Coefficienten von <f[x) gebildet werden, 
Integrirt man die Gleichung (1.) nach t, so dass die Integrale für einen Werth 
iTj verschwinden, so erhält man 









Ist i^{x) irgend eine Function von x, so bedeuten 

resp. die Coefficienten von ix — af und a:"" in den Entwicklungen von ^{x) 
nach steigenden Potenzen von x — a und nach fallenden Potenzen von X. 

Dividirt man die Gleichung (2.) durch V'p(0, mnltiplicirt sie mit einer 
rationalen Punction git), die für t = x^ unendlich wird, so erhält man: 

^ •' \ (=« - ^.) V? W ^ v'f (<) \,_^.,^. ''»' ^ V?(0 -4, ' - * Vf w J(,_«,,-, 
+ ^— "f «• [ "(')_ /" 4i£l 



Hosted by 



Google 



256 DIE PERIODICITÄTSMODiJLN DER HYPE RELLI FT ISCHEN INTEGRALE. 

Entwickelt man beide Seiten der Gleichung (1.) nach fallenden Potenzen von 
* und integrirt derart, dass man den Integi-alen keine Constante hinzufügt, 
so erhält man 

Multiplicirt man diese Gleichung mit (i(t) und dividirt durch \'rp((), so folgt 



(5.) 



s(t) f VtP) j,1 ' -j.' ^..L-zC) [AS-] 



los] Sind überhaupt ir^, x^, . . ., a;_^ die Werthe, für welche ß(() unendlich wird, 
so ist 

Li-^J^ ' L^ 'Wer- 



Bildet man daher die der Gleichung (3.) ähnlichen Gleichungen für x ,x , 
und addirt die m Gleichungen zur Gleichung (5.), so folgt 

wo 

c. = f42Ll 



(8.) < ■"■ ^"IVfCÖ 






/ xfe) = i; I" gW /•' <», 1 _[_5(iL /• ■" ^ 1 

Ist ajg eine der Wurzeln der Gleichung ^(t) = 0, so ist C^ = 0. Betrachten 
wir daher nur solche rationale Functionen g(x), die nur für die Wurzeln 
'*,' '^ä' ■■■' **« dieser Gleichung unendlich werden, so verwandelt sich die Glei- 
chung (7.) in; 
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(9-) -^ = "£ ^-^ + -^ (^ w V? w) , 

wo in (8.) statt x^, x^, ---i ^^ Wurzeln der Gleichung f^t) = z« setzen sind. 
Es ist zu ersehen, dass die Grössen Cj, ®^ und die Coefficienten von X(x) 
in Gleichung (8.) sich rational aus den Coefficienten von cp((r) und den Con- 
stanten in g{x) zusammensetzen. 

10. 
Zu dieser Reduction ist fiir unseren Gebrauch noch der Nachweis hinzu- 
zufügen, dass in der Gleichung (7.) voriger Nummer die Coefficienten C^ und 

^ einzeln verschwinden müssen, wenn fA . ■ der Differentialquotient einer 

'_ _ V^(a^) 

rationalen Function von x und \/?(^) ^^i^ ^o'--'- 

Sind x^,X^,...,Xj die von a^, a^, ..., «^ verschiedenen Werthe, für [loe 

welche g(x) unendlich wird, und setzt man 

(x — Xj^") (x ~ X^) . . . (X — Xj) = U(x) 



und 






G(x} 



so müsste, wenn - f^ der Differentialquotient einer rationalen Function von 

yfi'^) 

X und S/<f(x) sein soll, 

sein, was sich ähnlich wie in No. 8 ergiebt; hieraus aber folgt: 

„ > Z(x) + Yl(x)G(x) ^,, , , . , 1 ^, , ,. . 

(1.) n(x) ^ e(^)9(^) + y«(^)?(^). 

wenn die Ableitungen durch Accente bezeichnet werden. — Da nun Z{x) 
und G{x) ganze rationale Functionen sind, so kann die linke Seite, folglich 
auch die rechte Seite der Gleichung (1.) für keinen endlichen Werth von x 
mehr als von der ersten Ordnung unendlich werden. Hieraus ergiebt sich 
aber, dass Q{x) nur- für die Wurzeln der Gleichung ^(a;) = unendlich 
werden kann, dass demnach Z{x)-\-l\.{x)G(x), folglich Z(x) durch n(a:) theil- 

Fnohii, tnüthem. Wetke. L 33 
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bar ist; dieses erfordert aber, dass Z[x) identisch verschwindet, d. h. 
C, = C, = ■■■ = C^ = 0. 
Die Gleichung (1.) geht daher über in: 

(2.) G(x) = g'(x)cp(^) + ie(^)-p'(4 

Es ergiebt sich leicht, daas Q{x) für keinen endlichen Wcrth unendlich werden 
kann, ohne dass auch für denselben Werth die rechte Seite der Gleichung (2.) 
unendhch wird, dass also Q(x) eine ganze rationale Function ist. Bezeichnet 
man den Grad derselben mit ,«, so ist der Grad der rechten Seite der Glei- 
chung (2.) gleich !>, + n — l, da die Summe der Coefficienten der höchsten Po- 
tenzen in den beiden Summanden derselben nicht Null sein kann. Nun ist 
aber der Gi'ad von G(x) der Voraussetzung nach der (w — 2)'', daher erfordert 
die Gleichung (2.), dass Q{x), also auch G(x) identisch verschwinde, d. h. 
^^ = S, = Sa = ■ ■ ■ = S„_, = 0. 

107] 11. 

Es sei wieder, wie in No. 2 — 8, 

w = -— i^i^, 

WO f(x) eine beliebige ganze rationale Function von x und u bedeutet, so ist 
auf y und jede partielle Ableitung von y nach w die Gleichung (9.) in No. 9 
anwendbar. Man hat demnach für jeden Werth von a 

wo 

/ a J, tü's f' A'ii 1 ra-i/ f Ä,dt 1 

1 Z M = f f^ f *" 1 -\^ f "" 1 

I ■'•' ^'U»"J„_ ((-i)VT(i,»)V<..)- ^''"■•' («-=s)Vt(<,«)V 

unter w die Function /' veratanden. Die Grössen ^ ^ und die Coeffi- 
cienten von XJx) sind rational aus den Coefficienten von f(x) und tp(a;, m) 
zusammengesetzt, also rationale Functionen von il. 



(2-) 
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Es seien ß^^,\ ß„_,, ■■■, ß.^^ ß^ unbestimmte Grössen, und bilden wir die 
Function 

"^^ ' du" ' Ott - du '^° 

so ergicbt die Gleichung (1.) 

(3.) Y^"£- 



^ '' \ X<°' (*) = ß„_, X„_, (x) + ß^_, X„_, (x) + -.- + ß„X„ {x). 

Soll Y der DifFerentialquotient einer rationalen Function von x und s sein, 
so hat man nach voriger Nummer n—l Gleichungen zu erfüllen, nämlich 

(5.) s';' = 0, s',"' = 0, . . ., si'^i, === 0. 

Im Allgemeinen, vi'enn nicht die Coeflicienten von f(x) und 'f{x,u) besonderen 
läedingnngen unterworfen sind , werden sich aus diesem Systeme von Glei- 
chungen bestimmte Werthe der Verhältnisse der Grössen ß^_^, ß^_^, ..., ß^,ß^ [loS 
ergeben. Hieraus ergiebt sich nicht nur, dass die Ordnung p der Differential- 
gleichung (3.) in No. 8, welcher sämmtliche Periodicitätsmoduln genügen, im 
Allgemeinen gleich n—l ist, diese Differentialgleichung also im Allgemeinen 
die Form: 

(8.) (i..-f^J + A-.£^ + - + A, = o 

hat, sondern die Gleichungen (5.) können auch zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten derselben dienen. Im Allgemeinen sind also alle w — I Periodicitäts- 
moduln lineai- unabhängig, d. h. im Allgemeinen findet keine Gleichung der 
Gestalt: 

c,i;, + c,-']3 + -'- + <;„_, ■>)„„, = 

mit von u unabhängigen Coefficienten c in einem endhchen- Theile der z(- 
Ebene statt. 

Für einen geradza,hligen Werth von n ist bekanntlich 

WO e den Coefficienten von ~- in der Entwickelung von p nach fallenden 

33* 
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Potenzen von x bedeutet (siehe Püiseux in Liouville's Journal de Math^- 
matiques t. XV und XVI, g 4-7 und 51). Die Differentialgleichung (6.) hat 
also in diesem Falle ein Integral e, welches eine algebraische Function von 
ii ist. — Ist e von u unabhängig, so muss ^^^ = sich ergeben. — Ist s =^ 0, 
so muss sich die Ordnung der Differentialgleichung (6.) um eine Einheit er- 
niedrigen; setzt man in diesem Falle in den Gleichungen (5.) ß^_^ = 0, so 
müssen die n—i Gleichungen zwischen den n — 1 Unbekannten ß^_^i ß„_gy .■ -, ß^ 
mit einander verträglich bleiben. 

Wenn überhaupt zwischen den Coefficienten von f(x) und tp(a:,M) der- 
artige besondere Relationen stattfinden , dass man ß^_^^ — ß^^^ ==... = ß^_^ = o 
in den Gleichungen (5.) annehmen darf, ohne dass die n — 1 Gleichungen mit 
einander unverträglich werden , sondern vielmehr alsdann p von ihnen die 
Verhältnisse der Grössen ß^, ß^_^T -.-, ß^ bestimmen, so dass ;3 von Null ver- 
schieden, und die übrigen n—p — l Gleichungen eine Folge dieser p werden, 
so wird die Differentialgleichung, welcher sämmtliche Periodicitatsmoduln ge- 
nügen, genau der p*"" Ordnung, nämlich: 

log] Es sind alsdann p der Periodicitatsmoduln linear unabhängig, während 
die übrigen sich als lineare homogene Functionen derselben mit von u un- 
abhängigen Coefficienten darstellen lassen. 



Es sei die Differentialgleichung niedrigster Ordnung, welcher sämmtliche 
Periodicitatsmoduln genügen, 

so sind die Grössen -%=!-, %^, ..., -f- rationale Functionen von «, da die Co- 

efncienten der Gleichungen (5.) in No. 11 sich rational aus den Coefficienten 

von f{x) und 9(^,m) zusammensetzen. 

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) oder diejenigen Punkte, 

für welche eine oder mehrere der Grössen ~^,—s^, ...,-3^ unendlich werden, 

ßp Pp ß? ' 

zerfallen in wesentliche und ausserwesenthche (A. B. 68, No. 8). Die ersteren 
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sind die Yerzweigungspunkte der Fläche 8, die letzteren hangen von der Be- 
schaffenheit der Function f{x) ab. Dieses ergiebt sich daraus, dass die In- 
tegrale der Differentialgleichung (1.) überall ausser in den Verzweigungsp unkten 
der Fläche 8 eindeutig, endlich und continuirlich sind (nach No. 3). 

Da aber nach No. 6 die Integrale in einem Verzweigungspunkte 6 der 
Flache 8 und im Unendlichen nur so tmstetig werden, dass sie resp. mit be- 
stimmten Potenzen von u — b und von u multiplicirt nicht mehr unendlich 
sind, so ergiebt sich (A. B. 66, No. 4 und B. 68, No. 3), wenn man die sämmt- 
lichen singulären Punkte mit «^ , a^, . . . , a bezeichnet und 

setzt: 

wo mit F^{ii) eine ganze rationale Function von ^l, höchstens vom Grade a 
bezeichnet wird. 

13. 

Nach der vorigen Nummer hat die Differentialgleichung, welcher sämmt- 
liche Periodicitätsmoduln genügen, wenn sie von der Ordnung p ist, die Ge- 
stalt : 

*• -' dti^ -> du^-' ^ ^' du"-^ "^ "^ ^J* ' 

Die determinirende Fundamentalgleichung derselben (Ä. B. 68, No. 4) in [no 
Bezug auf einen der wesentlich -singulären Punkte « ist, wenn man 

setzt; 

j ,(r-l)(,-.2)...(r-i, + l) 

\ +P.(<,)r(,-l),..(r-p + 2) + P,(a),-{r-l)...(.-i. + 3) + ... + P,(») = 0. 

Theilt man die Wurzeln dieser Gleichung in Gruppen, derart dass in jeder 
Gruppe (R) nur solche sich befinden, deren Differenz eine ganze Zahl oder 
Null ist, und ist r diejenige Wurzel einer solchen Gruppe, deren reeller 
Theil nicht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel derselben Gruppe 
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Übertroffen wird, so giebt es ein Integral der Differentialgleichung (1.) der 
Form 

(3.) V = (»--«)'z(«), 

WO '^{u) in der Umgebung von « eindeutig, endlicli und continuirlicb und in 
a von Null verschieden ist (A. B. 66, No. 4 und 5, B. 6S, Ko. 4 Satz IV.). 

Es seien \,\, ■■•,'% die linear tinabhäugigen Periodicitätsmoduln, so 
bilden sie ein Fundamentaleystem der Differentialgleichung (l.); man kann 
also p Constanten c^, c^, ,,., c so bestimmen, dass 

(4.) V = i3,ll, + Ca-ll3+ hCplJj,. 

Nach einer gewissen Anzahl s von Umläufen von u um « kehren die sämmt- 
Uchen Werthe «j» «^j ■ ■ -i *^„ in sich selbst zurück. Bezeichnen wir die zur 
Darstellung von \lf {x , u) dienende Fläche für einen bestimmten Werth von u 
in der Umgebung von c mit T"'\ so wird jedenfalls die Form der nach ( = 2* 
Umdrehungen entstandenen Fläche (nach No. 1 und 5) mit T"" identisch sein. 
Der Definition der Periodicitätsmoduln als Functionen von u (in No, 2) ge- 
mäss werden alsdann \, \, ..., 7]^ nach 2t Umdrehungen von u um « um das 
Doppelte des Zuwachses deraelben nach t Umdrehungen vermehrt. Es möge 
vjjj nach t Umdrehungen in tf^ übergehen, so geht Tj^ nach Ht Umdrehungen 
in fla+'^i'^'^—fia) = ^'H'a~'']a ^^er. Bezeichnet man e' ''"* mit i, so ist nach 
(3.) und (4.) 

Aus diesen Gleichungen folgt 

r-2|*+i - 0, 
d. h. S, = i, oder rt eine reale ganze Zahl. 

iii] Hieraus ergiebt sich, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2.) 
rationale Zahlen sind. 

Die determinia'ende Fundamentalgleichung in Bezug auf den singulären 
Punkt K ist der in (A. B. 66, No. 3 Gl. (6.)) definirten Fundamentalgleichung 
vom y*" Grade zugeordnet, derart, dass die mit 2^:^ multiplicirten "Wurzeln 



(5.) 
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der ersteren die Logarithmen der Wiirzeln der letzteren bilden (A. B. 68, 
No. 4). Hieraus ergiebt sich, dass die Wurzeln der zum singularen Punkt « 
gehörigen Fundamentalgleichung (A. B. (36, No. 3 Gl. (6.)) sämmtlich Wurzeln 
der Einheit sind. 



Die Form der Integrale der Differentialgleichung (1.) in voriger Nummer, 
in der Umgebung eines wesentlich singulären Punktes a haben wir (vergl. A. 
B. 66, No. 3, B. 68, No. 4 Satz IV.) folgendermassen festgestellt. Ist r die- 
jenige Wurzel der Gleichung (2.) der vorigen Nummer, deren reeller Theil 
nicht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel, die sich mit ihr in ein 
und derselben Gruppe (B) befindet, übertroiFen wird, und nimmt man an, 
dass diese Gruppe überhaupt l Wurzeln enthält, so giebt es eine zugeordnete 
Gruppe von A Integralen, von der Beschaffenheit: 

(1-) <-■. = {«-«)'S,?..[log(— «)]'-', 

Q = 1, 2, ..., k, wo (f>„,, 9|^3, ..., ff^^ in der Umgebung von a eindeutige, end- 
liche und continuirliche Functionen von u sind, die nicht sämmtlich für m = k 
verschwinden. 

Zwischen diesen Integralen findet die Beziehung statt: 

(2.) < = Wa.*'l + "'..*'. + --- + «'a,.-.'^a-. + «^"'««' 

WO M*[,ii w^s! ■ ■•! «'a„_i Constanten, und f{u) den Werth der Function f{u) nach 
einem Umlaufe von u um a darstellt. 

Die Gesaramtheit der den verschiedenen Wurzelgruppen {R) zugehörigen 
Integi-algruppen v bildet ein Fnndamentalsystem. 

Bezeichnet man dieses Fnndamentalsystem mit v,, 'fj, ■■■i^pi ^"^ lässt sich 
jeder Pexiodicitätsmodul tj^ auf die Gestalt bringen: 

(3-) f\a = '^0.^1 + f^ne^ H 1" Vp' 

wo die Grössen c von u unabhängig sind. 

Nach einem Umlaufe von u um « verwandelt sich, die Gleichung (3.) in 

(4-) V» = c^A'rc«A+--- + <^,>p'"'r 
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112] An die Stelle von t]'^ lässt sich (vergl. No. 5 und II) eine lineare homo- 
gene Function mit constanten Coefficienten der Grössen \, r^^, ■■■>'% ^^^^ folg- , 
lieh auch der Grössen «^, v^, . . ., v^ setzen. Andererseite lassen sich v[^ v[, ...,v'^ 
mit Hülfe der Gleichung (2.) ebenfalls als lineare homogene Functionen mit 
constanten Coefficienten der Grössen v^, v^, ..., v^ darstellen. Bie Yergleichung 
dex Coefficienten resp. von v^, v^, .. .,v auf beiden Seiten der so umgewandelten 
Gleichungen (4.) liefert p^ lineare homogene Gleichungen für die p' unbe- 
kannten Grössen c^^, c^^, ..., c . 

Sind daher die Integrale v bestimmt, wodurch die Grossen w^^ ebenfalls 
bestimmt sind, so ist im Allgemeinen die Darstellung jedes Periodicitätsmoduls 
durch v^, v^, . ..,v^ durch die Gleichung (3.) bis auf eine Constante gegeben. 
Die letztere wird mit Hülfe des Werthes, den \ oder t]^, mit einer bestimmten 
Potenz von u — a multiplicirt für m = a annimmt, bestimmt. 

Ein ähnliches Verfahren gilt für die Bestimmung der Perm der Perio- 
dicitätsmoduln in der Umgebung von u = oa. Man hat zu dem Ende (vergl. 
A. B. 66, No. 3) in der Differentialgleichung (] .) der vorigen Nummer « = -r- 
zu setzen und die Integrale in der Umgebung von i = in Betracht zu ziehen. 

15. 

Die wii-kliche Bestimmung der Coefficienten der Differentialgleichung, 
welcher die Periodicitatsmoduln genügen, mit Hülfe der Gleichungen (5.) in 
No. 11 wird jedoch meistentheils umständlicher sein als ein directes Verfahi-en, 
welches sich unmittelbar an die Gleichung (6.) in No. 8 anschliesst. 

Es werden nämlich n Grössen ß^_^, ß^_^, ..., ß^ bestimmt, derart dass die 
Gleichung 

(1.) ß.^.^ + ß.^.gi + - + ?.y = A[j,(.)V?-Si)], 

wo F{x) eine ebenfalls noch unbekannte rationale Function von x bedeutet, 
befriedigt wird. Es sei ß^ die eiste der Grössen ß^_^^, ß„_^^, .-., ß^, von ß^_^ 
an gerechnet, welche dieser Bestimmung gemäss nicht Null sein darf, so ist 
die Ordnung der Differentialgleichung, welcher die Periodicitatsmoduln genügen, 
genau gleich p, und diese Differentialgleichung lautet: 
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Zur wirklichen Bestimmung der Grössen /3 werden die Diiferentiationen von 
y nach u in Gleichung {1.) ausgeführt, dadurch nimmt die linke Seite [113 
derselben die Gestalt 

G(x).'a(x, u) ^ 

an, wo G(x) eine ganze rationale Function von x im Allgemeinen vom Grade 
m + {n — l)n bedeutet, in welcher die Grössen (3^^^, ß^_^, ...,ß^ linear enthalten 
sind und m der Grad von f{x) ist. — Die rationale Function F{x) kann nur 
für die Wurzeln der Gleichung '■^{x,u)= unendlich werden. Es sei daher 



F{x) = 



9(a;,M)" ' 



so ergiebt sich: 
(3.) 



G(x), 



är(x) 



2m -3 d^{x,u) 



Es ist r{x) eine ganze rationale Function, im Allgemeinen vom Grade 
ffl + (w — 1)^; dieses ergiebt sich ähnlich wie in No. 10, — Die Vergleichung 
gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der Gleichung (3.) liefert 
»t + w(M — 1)4-1 lineare homogene Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung 
der Verhältnisse der » Grössen /J und der wi + (n — 1)^+1 Coefticienten von r{x). 



werde jetzt der besondere Fall betrachtet, dass f{x) von u unab- 
und 

rp(a;, m) = A^{x~]c^){x--lQ...{x-~h^^^){x — ti) = •^{x)(x — u), 

wo A^ und ftj, fej, ..., k^_^ von u unabhängig sind. 
Es ist alsdann 



(1-) 



Setzt man daher 



öm" 



a„(^-«) = -^(x) 'fix), 
__ 1.3.5...(2a-l) 
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SO ist 

(3.) G(x) = ß„.,^.^, + ß^..^^^^.{x~u) + ß^_,c^_,(:,-uy + ... + ß^(x-ur'. 
Nun soll (siehe Gl. (1.) vor. No.) 

(4.) Ö{^}{^~»)"^|(^)-V(^) = -^[^(^)V?{^] 

114J sein. Setzt man 

F{x') = rix)i^-ur-'\ 

so geht die rechte Seite über in: 

WO 

daher ist 

(5.) G(x)ax) = r'{a:)'f{x,u) + \rix)[{x-u)^'{x)-(2n~3)^x)]. 

Der Grad 11 der ganzen rationalen Function r{p) wird folgendermassen 
mittelt. Wir setzen: 

r{x) = Il„x''+ It,x''-^ -{ + Ef,, 

f{x,ti) = A^x''+ A^x"-' + --- + A^, 
{x-u)'\i'{x)~{2n-S)'^{x) = B^x''-' + B,x"-^+--- + B^_„ 
so erhält man 

G(x)f{x) =21^.^""'^"". 
wo für < ft und a <: n 

(6.) 0\ = 2,, j (ji - b) R^ ^„_^^, + I B„_8„, Bf, I ■ 

Da 

B, = ~(n-2)A„ 
so ist 

('■) c. = i'.A[t>~~] 

und der Coefficient von R^^^ in C„ gleich 

(8.) L^Ji^^a+lJA. 
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Ist n ungerade, so ist C^ stets von Null verschieden; man darf also jt 
nicht grösser als m wählen. Da aber zur Bestimmung der Grössen ß und 
der Coefficienten von r{x) die durch Vergleichimg gleich hoher Potenzen von 
X auf beiden Seiten der Gleichung (5.) herzustellenden m + n Gleichungen zu 
erfüllen sind, so darf auch im Allgemeinen ji nicht kleiner als m gewählt 
werden. 

Ist n gerade, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

1) m>'—^, 80 muss im Allgemeinen ^ =^ m angenommen werden. 

2) OT = -^^^^^ — Es ist wieder n = m zu nehmen. Allein aus Glei- [ns 
chung (7.) folgt alsdann, dass die rechte Seite der Gleichung (5.) vom Grade 
m + n—2, dass also nach Gleichung (3.) ß^ = 0. Es bleiben alsdann noch 
m + n—i Gleichungen für die n — \ Grössen ß^__^^ ßn-ii ■■■' ''i ^^^ ^^^ m + i 
Coefficienten J2^, R^, ..,, R^. 

3) m<c~^- Man nehme ft = -^— • Es ist alsdann C, = (Gl. (7.)). 
Bezeichnet man jt — m mit ä, so sind in den Gleichungen 

(9.) Ca = 0. c; = 0, .. ., Cj = 

nach (8.) die Coefficienten von R^, E^, ..., R^_^ resp. — J-„, —2.4^, ..., —{d—l)A^ 
von Null verschieden, daher gehen die Gleichungen (9.) die Grössen 
R^, R^, . .., R^_^ durch R^ ausgedruckt. Es bleibt auf der rechten Seite der 
Gleichung (5.) noch ein Ausdruck des {n + m~ 1)'°" Grades, und es sind 
noch m + n Gleichungen zwischen den n Grössen ß und den m + 2 Gi'össen 
R^, Rg, üj_j.,, . . ., ii zu erfüllen. Man kann daher noch eine Gleichung hinzu- 
fügen, welche ausdrückt, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der Glei- 
chung (5.) durch x — u theilbar ist, nämlich 

(10.) r(..) = 0, 

woraus sich erglebt: 

^„_, = 0, d. h. in diesem Falle ist die Dift'erentialgleichung, welcher die 
Periodicitätsmoduln genügen, nicht höherer als (n — if"' Ordnung. 

Die wirkliche Bestimmung der Grössen ß aus der Gleichung (5.) wird 
am zweckmässigsten folgendermassen ausgeführt. Die Coefficienten von r{x) 
werden so bestimmt, dass die rechte Seite der Gleichung (5.) durch f{x), und 
im Falle eines geradzahligen n, und zugleich m < -^^— , ausserdem durch x — u 
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theilbar sei. — Setzt man alsdann die ganze rationale Function von x 
/(^)y(^,w) + |>-(^)[(^-«)f(:r)~(2w-3)^(^)] _ 

so ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) und (5.) 

{12.) i.2.3...(i-i)..„_,,3„_, -m-» 

füi i=l, 2, ...,n, wo n"""(a;) die (i— 1)'° Ableitung von n(ic) nach a; und 
n'°'(x) die Function W{oi) selber bezeichnet. 

„6] 17. 

Es sei /( eine der Grössen \^ \^ ..., \_^ der voiigen Nummer und f{^ 
durch i^x — ü)' theilbar, so folgt aus Gleichung (5.) voriger Nummer, dass 

( ÜW = rWf(»^,«) + ifWK«-«)fW-(2«-3)Ha:)] 
! =rX«^).p(»;,«) + .-(a;)[l<p'{^,«)-(..-l) + (l)] 

den Factor {x — lif enthält, dass also die Gleichungen 

(2.) Ii{h) = 0, E\lc) = 0, . . ., If-'''{k) = 0, 

wo die Ableitungen nach x durch obere Accente bezeiclinet sind, erfüllt werden 
müssen. Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt aber successive: 

(3.) r{h) = 0, r\]i) = 0, . . ., r'^-"{lz) = 0. 

Es ist also ri^x) gleichzeitig mit f{x) durch {x — Uf theilbar. 
Es sei nunmehr 

wo x(^) nur aus Potenzen von Factoren von i^{x) zusammengesetzt ist, fj^x) 
aber keinen solchen Factor enthält, so ist r{x) durch /_(«) theilbar. Setzt 
man aber 

(5.) r{x) = q(x)-i{!^), 

80 verwandelt sich die Function El (x) der vorigen Kummer in 

(8.) n(^) = ^ ''" ^^(^) ? i, 
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wobei ZU bemerken, dass —~^f{x,u) eine ganze rationale Function von 
X ist. 



Ist insbesondere f^[x) ^1, so erhält man aus Gleichung (6.) voriger 
Kummer 

(1.) ri(«) = rt=')f(»,») + gW[ '"°|j''''' T(».») + |T'(».»)-(»-i)-K4 

(A.) Ist n eine ungerade Zahl, so folgt aus No. 16, dass q{x) von x un- 
abhängig ist. Ist n gerade und m (der Grad von /(ic))^ — „— , so ist ^(x) 
wiederum von x unabhängig. In beiden Fällen also verwandelt sich die 
Gleichung (l.) in 

WO p„ von X unabhängig. 

(B.) Ist n gerade und m-<—^, so setze man nach No. 16 [ii? 

i &(x) = (x-u) Q,(x) nnd 
wo 

(3.) rj,{*) = j.;(,^).f(,;,„) + p.(^)[^Ä<p(^,«) + |9'(^,»)-(«-2)^(^)]. 

Es sei 

(4.) 1 --^l^?(«.»)4''(-.")^(«-=^) + W = ''•-"-' + ''.-"+•■• + ''.-.' 

so ist für a <.n und a -==: i^ 

(5.) C\ = lij76+(^-C' + & + l)A]^c-b-i- 

Inabesondere ist y^ = m — — '^Ll^, also 

(6.) G. = (r,+vA,)-., = U«,-^]a... 
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In unserem Falle geht die Gleichung (5.) in No. 16, wenn man 

(7.) 6(x) = (x^u)a,ix) 

setzt, in 

(8.) G,(x) = ll,(x) 

Über. Da aher G^(x) vom Grade n — H, so darf der Grad von U^{x) nicht 
höher als n — 2 sein, demnach muss sein 



oder wenn man — ^ ^ gleich d setzt, 

(9.) ^ = ^-1. 

Nun bestimme man die Coefficienten s durch folgende Gleichungen 

(10.) c, = 0, c; = 0, . . ., Gs = 0. 

Da in diesen Gleichungen die Coefficienten von s^, s^, ..., Bg_^ resp. 
~A„ -SA,, ..., -{S-i.)A„ 

sind, so werden durch dieselben e^, e^, ..., e^j^ homogen durch £„ ausgedrückt. 
iiS] Es wird hierdurch Yl^{x) vom Grade w — 2, wie es sein muss. Die Gleichung 
(8.) ergiebt alsdann 

(11.) 1.2.3...(i-2).a„_,,3„., = n't^\uj 

für i = 2, 3, .. ., n, (siehe Gl. (12.) No. 16), da ß^_^ verschwindet. 



Ist z. B. n ungerade und -^(x) =: 1, so geht die Gleichung (la.) voriger 
Nummer über in: 

(1.) n(^) = 9A.i¥{^-,^')-(n~i)'^{x)]. 

Nun ist 
demnach 

(ä.i n''-"(M) : 
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also, wenn man setzt: 

(S) i-2n + 2 

nach Gleicliung (12.) No. 16 

(*■) ßn^i = ^.-^-¥'~'\^)Q.- 

Für das elliptische Integral ist n gleich 3 zu setzen und 

(6.) t|i(a:) = x(x — l). 

Aus Gleichung (4.) folgt 

(6.) ß,= ~2u(u^l)Q„, ^, == ^2(2w-l}p„, ,?„ = _-ip„. 

Daher ist die Differentialgleichung, welcher die Periodicitätsmodulu genügen: 

Setzt man u = -j und v] = xC, so verwandelt sich die Gleichung (7.) in die 
von Legenore gefundene Differentialgleichung: 

(,a.) «(l-H.)«+(l-3.-)f-.i: = 0. 

Für die hyperelliptischen Integrale erster Gattung ist ji = 5 , und 

(8.) iKas) = 3:(l-a;)(l-l»(l-(i'a;). 

Aus Gleichung (4.) ergiebt sich 

1 A = -:-♦"(«) c, A = -**'"(»). 

Daher ist die Differentialgleichung der Periodicitätsmoduln: [119 

(10.) i,(..) J+3f(„) J+^r(»)^+Tr{»)^+i58+»^ = »• 

Transformirt man diese Differentialgleichung durch die Substitution z( ^ -y, 
7] = itC, so erhält man eine Differentialgleichung für C, die mit dei;Jenigen 
übereinstimmt, die sich als Resultat der Elimination ergeben würde eines 
Systems von vier gleichzeitigen Differentialgleichungen, welches mein Freund 
KoENiGSBERGER in den Mathematischen Annalen von Clebsch und Neu- 
männ Bd. 1, Heft 2 veröffentlicht hat. 
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20. 

Es werden jetzt die allgemeineren Voraussetzungen der No. 16 wieder 
aufgenommen. Die Ordnung der Differentialgleichung der Periodicitätsmoduln 
wird niedriger als die (n — 1)*% wenn 11 (a;) durch eine Potenz von x~u theil- 
bar ist. — Es sei daher 

(1,) n(^) = {x^ufWM. 

wo n_(x) für X =^ u nicht mehr verschwindet, so ist auch 

(2.) r{x) = {x-ufQ,{x), 

wo p [x) für X = u nicht mehr verschwindet. Dieses ergieht sich ähnlich wie 
in No. 17 für eine Potenz von x — lc. Es ist alsdann nach No. 16 Gl. (11.) 
und No. 17 Gl. (1.) 

[6.) li,[X) - -— ^ —^^ 

Nach Gl. (12.) in No. 16 ist daher 

(4.) ßn-. = ß.-. = ■■■ = ß.->. = 0. 

wähi'end ;S^_^_j von Null verschieden ist. Setzen wir zur Abkürzung 

n — X — 1 = p, 
so ist die Diiferentialgleichung der Periodicitätsmoduln: 

wo nach Gleichung (12.) in No. 16 

i.2,3.,.(i + j).a,_,^,_, = n-'-M = l±Mii=il^ti)n?(„).i.2.3..^ 

i2o] also 

(6.) 1.2.3...i.v.ft-< = n;"(») (i = l,2,..„J.) 

Tind 

(Sa.) U,o, = ri,(..). 

Die Grössen ß sind, abgesehen von einem gemeinsamen Factor, ganze 
rationale Functionen von M, demnach sind die Quotienten -|^, ^~- , ■■■,4^ 
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nur für diejenigen Wei'the von u unendlich, für ■vvelclie ß^ verschwindet, d. h. 
die singulären Punkte der Differentialgleichung (5.) sind sämmtlich Wurzeln 
der Gleichung n^(«() = 0. Die unter ihnen behndlichen wesentlich singulären 
Punkte sind ^^i^, ■ ■■,\_^- Aus Gleichung (6a.) und (3.) folgt: 



(7.) 



f{u) 



Ist /v eine der Grössen \,\, ■■■> K-t ^'"^^ f(^) gß^au durch {x — lc)' theilbar, 
so ist (nach No. 17) )"(x), folglich auch &^{x) genau durch (x — kf theilbar. 
Im Allgemeinen wird alsdann ~~y für tt, = h nicht mehr verschwinden, und, 
so lange dieses stattfindet, jeder der Ausdrücke ~ — (ii — fc) für u ^= k 
nicht unendlich sein. 



', n;(») 


o„ 


p« 


-2A- 


-5 


0» 


2w- 


-3J- 


-4 


+(«) ' 


fM 


,-. ".{») 


°p-i 


bn 


-2A- 


-a 


cM 


f(«) 




-t) = 


T 


tiir 1 


= 


= i, 













und, so lange %-!^ für u = k nicht verschwindet, 



(«-^^ 






folglich nach Gleichung (S.) 



(10.) lim 
Da ferner 



-{u — Je) -- 



i (»-;<)■ 



so ist die zum singulären Punkte h zugeiiörige detexminirende Fundamental- [12 
gleichung (siehe No. 13 Gl. (2.)) 



.•(,-l)(,- 



,..(r-;, + l) + (p- 



r(r~l)...(r 



) = 
35 
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oder 

(11.) ,-(.-l)(.— 2)...(r-p + 2){r-T) = 0. 

Die "Wnizeln derselben sind 0, 1, 2, ...,p — 2, x, und bilden demnach eine 
einzige Gruppe. 

Die zu derselben (A. B. 68, No. 4 und No, 7) gehörige Integralgruppe, 
welche mit v^, v^, . . ., v bezeichnet werden möge, bildet ein Fundamental- 
system der Differentialgleichung (5.). In No. 14 ist gezeigt worden, wie man 
die Periodicitätsmoduln durch dasselbe in der Umgebung von u = k darstellen 
kann. Ebenso haben wir dort angeführt, wie die Daxstellung der Periodicitäts- 
moduln in der "Umgebung von a =^ c» vorzunehmen ist. 

21. 
Zum Schlnss wollen wir für den Fall des elliptischen IntegTals 

_ r dx 

die Integralgruppen, welche den zu den verschiedenen singulären Punkten ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichungen entsprechen, und die Dar- 
stellung der Periodicitätsmoduln durch dieselben geben. 

Die Differentialgleichung der Periodicitätsmoduln ist (GL (7.) Ko. 19) 

(1.) ■ 2,.(.,-l)|;^^ + 2(2„-l)|l + i-, = 0. 

Die beiden singulären Punkte derselben, die zugleich wesentlich sind, 
sind M = und M = 1 . 

Für beide ist die determinirende Fundamentalgleichung (Gl. (II.) No. 20, 
wo p = n~-l =: 2 und t = zu setzen ist) 
(2.) r^ ^ 0. 

1) Die Darstellung für den singulären Punkt u= 0. 
Setzt man in die Differentialgleichung (1.) 

>) = t.v; 

so eigiebt sich die Relation : 

(3-) (o + l)"'.« = (« + {-)'«. 
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und hieraus (nach A. B. 66, No. 5 oder B. 68, No. 4 und 7) das Integral [122 

Substituirt man in die Differentiaiglciehung (1.) 

(5.) 7) = v^^fr^du, 

so ergiebt sich 



in der Umgebung von u = eindeutig, endlich und continuirlich, also in 
eine Reihe mit ganzen positiven Potenzen von u entwickelbar ist. 

Aus Gleichung (5.) und (6.) ergiebt sich das particuläre Integral der 
DiiFerentialgleichung (1.) 

('.) «V, = ^.«»•..-»„log», 

WO 

fl;(M) = 4log2+ / G,{u)du 



rG,{u)d 



gesetzt ist, also eine in der Umgebung von u ^= eindeutige, endliche und 
confcinuirliche Function darstellt. Nach A. B. 66, No. 2 bilden v^^ und v^^ 
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1.). — 

Sind unter Beibehaltung der Bezeichnungen der No. 7 die beiden Pe- 
rio dicitätsmoduln 

(8.) -,„ = («,0), ,, = (0,1), 

SO setze man also (vergl. No. 14) 

(,. = »„»„+»....., 

Ks ist alsdann nach Gleichung (4.) und (7.) 

1 1; = (0,1)' = («„-2«"„)''.,+«„''.,- 
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Es ist aber nach Gleichung (4.) und (4b.) in No. 7 

l (m,0)' = (!(,0) = C„i'o, + C,si'„2, 

^^^'' \ (0,1)'= 2{u,0) + {0,l) ^ (2c„ + c,,)*;,, + (2c,, + cJ»o.- 

123] Aus den Gleichungen (id.) und (1 1 .) ergiebt sich durch Vergleichung 
der Coefficienten von w„, und v^^ 

c„ = 0, c^.^ = -^^(Jj,. 
Demnach ist 

(12.) ''■ ""'"' 1 

um Cjj und c^^ zu bestimmen, erwäge man, dass 

[ -1. = f , gf. 

I J ya^fa; — l)(a: — m) 



(13.) 



J y'a:(a; — l)(a: — m) 



Durch die Substitution x = tnü erhält man 

, "V^(»:;i)(.;^;^)' 

also für M ^ 0, 

''' 4 V"- (!-«'■) 
Da nun v^^ für «= ü gleich Eins wird, so ergiebt die erste Gleichung (12.) 

(14.) c^^ = -u. 

Ferner ist 

/^ (Ix , -r^ 

\x(x — l)(a;~u) 
WO 

4 VSF^^iKS-«) ^„ V'« (■—»=) 

Es ist aber 

B,^t log [V^-^ + i] + aog M 
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tind für u- = 

^^ = — log 2. 

Es ist demnach r^^ — Hogu für u = endlich nnd gleich — iog2 + TC. Setzt 
man für tj^ den Werth aus der ersten Gleichung (i2.) mit Eücksicht auf 
Gleichung (7.) und (14.), so folgt 

1;, — ilogw = c^^V|,^ — iv„^~^logu = c^,v^, — iI{^(u)Vi„+ iv^^log u ~ ilogu. 

Letzterer Ausdruck wird für u — gleich c^^—'iH^{0) — c^^ — iilogi. Hier- [124. 
aus folgt, dass c^, = tc, so dass die Gleichungen (12.) ühergehen in: 

{«.) j "■ = -"•■'. 

2) Die Darstellung füi' den singularen Punkte u = \. 

Man findet auf ähnliche Weise wie ira vorigen Falle ein rundamental- 
system v^^, v^^: 



(16.) \ " ■ -- • ^ 2.4.6... 2 

■ ■H",(«)t'„+^.log(w-l), 



H^{u) = _4log2+y-~^"-^(? 



eine in der Umgehung von ?* = 1 eindeutige , endliche und oontinuirliche 
Function ist. Setzt man 

so folgt aus den Gleichungen (16.), dass nach einem Umlaufe um u=l 

\ r^ = {0,iy = (d,,+ 2T:id,,)v„ + d^,V,,. 
Andererseits ist nach No. 7 Gleichung (3.) und (3b.) 

^ '' I (0,1)'=: 2(«, 0) + 3(0, t) = (2(?„ + ;-if?5,)»„ + (2(;i3+3(?^j!)^^. 
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Aus den Gleichungen (18.) und (19.) folgt: 
( (7 = -(/ , 
<'°-) i .!„ = -ä„-.iä,.. 

Es ist ferner 

dx 



/" dx 



: Ä,+ B^, 






\/x{x~l)ix-n) L \ 



\j~x{x~l)(x-n) J^ y/(3:_i)(^_„) 

Man findet aber 

S, = 7vi-31og(v'« + l) + log(i!-l) 
j2s] und für u = l 

A, = -2 log 2. 

Demnac]i ist -/;, — log(!( — l) für tt = i gleieli t:*'— 4log2. Andererseits ist 

Tj, — log (« — 1) = d„v„ + d,^H^{ii)t\^ + d^^i\^log{u — l) ~hg{u — l); 
es folgt mithin, da v^^ für m = 1 gleich Eins wird, 

(21.) rf,, = 1, 

«f,^ + /fjt) =: rfjj-4log2 = T:'i-4log2, also 

(22.) ä,, = Tä. 

Es ist also nach den Gleichungen (1 7.), (20.), (21.), (22.) 

( ^j = — Stziv^j — v,^. 

3) Die Darstellung in der Umgebung von ii = ca. 
Man substituire in die Differentialgleichung (].) 
_ 1 

so erhält man 

Die zu i =: gehörige determinirende Fundamentalgleichung ist: 

,(r-l) + -^ = 
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oder 

(25.) {r-lf = 0. 

Setzt niöii in die Differential gleichung 

■'I = «'|.«.''. 

so GTgiebt sich 

(28.) .V »f.^'tiV,. 

Hieraus eigicbt sich (A. B. 66, No. 5) das Integral i;^, der Diterendalgleicliimg {I.) 

Subatituirt man in die Differentialgleichung (24.) 

^^'o in v^^^ in Gleichung (27.) — durch t ersetzt ist, so findet sich 

wo C von t unabhängig ist. — Setzt man [136 

so ist S^{it) eine in der Umgebung von ^ = 0, d. h. von ti ~ oq eindeutige, 
continuirliche und endliche Function, und es ergiebt sich als ein zweites par- 
ticuläres Integral der Differentialgleichung (J.) 

Da w^j und v^^ ein Fundamentalsystem bilden, so setze man 

( ri, = e,,v , + e,o v ,, 
{30, '■ 

Aus den Gleichungen (27.) und (29.) folgt, dass nach einem Umlaufe von it 
um CO 

i r/. = — (e,, + 27rie,.)iJ„, — e,„v,,, 



Hosted by 



Google 



280 DIE PERIODICITÄTSMODOLN DER HYPEEELLIPTISCHEN INTEGRALE. 

Andererseits folgt aus No. 7 GL (5a.) und (6.) 

(32) i '''' ^ ^"^'""^' ^ (-'^x.+ 2e,,)i'„, + (-e,,+ 2e,j!;„,, 

Aus den Gleichungen (31.) und (82.) ergiebt sich 

m i:: :!.,.. 

Nun ist 



^' ~i 'WW^W^ ^ i v'^T«'^i")T"^-0 ' 

wie sich aus den Substitutionen x = to?( und ii = -j ergiebt. 
Setzt man 

j, v'..(»~i)(«-o 



so ergiebt sich 
und für t — 

x^ = anogs. 

Es ist demnach vj^i +ilog^ für ^ = gleich — Ti: + 4üog2. 
127] Andererseits ist nach den Gleichungen (29.) und (30.) 

7j,i~* + iiog^ = [e„ + e,sÄ,(!()]v„.i^*~e„*"^*«„,logM + aog^ 
also ist 

(34.) e,, = -i, 

und für t = 

■r^^f' + ilo^t = c,,— iII^{oo) = s„+4jlog3, 
also 

(35.) e„ = -TT. 

Aus den Gleichungen (30.), (33.), (34.), (35.) folgt; 
(36.) ! ^. = --^--'«-. 
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Wir bemerken noch, da. die Substitutionen 
das Integral 

überführen, so ist, wenn 

K= f *'" — K'i = n ''" — 

gesetzt wird, 



(38.) K' = -^.... 

Die beiden Formeln (37.), (38.) enthalten die bekannten Eeihenentwiclcelungen 
für K und K'. 



Greifswald, den 10. Juli 1869. 



Fnois, matiem, Worko. 
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ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original. 

Es wurde geaetat: 

S 44 7 le 4 "\ erzw s n^ the le tt tt Verziie o n stellen, 
i"; y abnehmendem fatt abneümenlen 

050 e nem statt e ne 

53 ^Ai utt4^ 

d 1-u 

"5 y l^('c) statt Z(a.) 

^60 1 Tieilentet tatt ist 

6'> letzte Zeile de mit 2irj multiplicirten t tt d 2iri-fache der, 
26b Zele l'> y u <p^ 1 statt cpCc) 

2r^ „ 11 y n den Cle ch nse statt den lie den Gleiclmngen, 
'>!'> Gl (=1) n Zahler de lechte Sete ^fa? ) statt f'iu,x), 
"Tfa Ze le 1 (4b ) statt (4a I 

"^ 7 die Gle t ngantmme [Ib) fta 1 e le Cl b ngen «„ = .--, «,j = ... statt nur für 
d 9 Cle h ng ^ 
Zeile 1" H (1) statt H (ü) 

1 5 Ibe-f b en f,tatt überfuh t 

1 Tormeln (o7 ) (38) st t 1 ze ei Formeln. 

Es d n ef kt 

4 Zeile 4 v der Integra e neg on 

■»bl 1 lestimmt 

„ ^6(, „ 11 T. u. »zu erfüllen«, 
„ 275, „ 12 V, «. »von«, 
„ 276, „ 8 V. 11. »erste«, 
„ 277, „ 4 sder ersten« 

S H 

2) S. 244, Zeilen 8, 9 muss es statt 1 br ^ e e bt f 1 n oi o t 1 o se d d "Wc ou 
u nicbt . . . fiibrt«. 

Den Formeln (Ib.), (Ic.) S " 1 1 egt die Vn stellu" z Tnnle da" we n 7 B ler Tlie 1 
^;ii *i+i des Hauptscbnittes ei Ve zweig ngstheil 1 1 der Umla f von m den Pnnkt l o voll 

zogen wird, dass m zuerst den The \ Ix la nd dan den The l / Sj 1 er cl reitet (vergl etwa 
H. Broeokee, die Periodicität.. nod 1 de Aefl he Integrale ste ( ^ttu g ah Fun tionen emes 
Parameters aufgefasst für den Fall e ner B es anx ben Fla he deren Gle ch ng m Be? g auf die eine 
Yariable binomisch ist, InaugiualD sseitat Bein IS 3 b I5ft md I^g 5— 8) 

HErFTFB SCH 
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IX. 



ÜBER EINE RATIONALE VERBINDUNG DER PERIODICITÄTSMODULN 

DER HYPERELLIPTISCHEN INTEGRALE. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 71, 1870, S. 128—136.) 



Die von Legekdre entdeckte Relation zwisclien den Periodicitäts- [128 
moduln der elliptisclien Integi'alc erster und zweiter Gattung (Traite des fönet, 
eil. t. I, eh. XII) besagt, dass eine gewisse rationale Verbindung derselben 
den Werth -^ bat. Von diesem Werthe abgesehen, lehrt die LEGENDKESche 
Relation, dass diese Verbindung von dem Modul unabhängig ist. — Stellt 
man sich nun allgemein die Aufgabe, solche rationale Verbindungen der Peri- 
odicitätsmoduln der zur Gleichung s^ = rf{x) gehörigen hyperelliptischen In- 
tegrale erster und zweiter Gattung zu bestimmen, die von den Wurzeln der 
Gleichung tf{x)= unabhängig sind, so lässt die LEGEsoREsche Relation Ver- 
allgemeinerungen verschiedener Art zu. Es giebt aber unter diesen nur eine, 
welche den besonderen Zweck erfüllt, für die Darstellung der hypereiliptischen 
Functionen genau dieselbe Anwendung zu erlauben, wie die LEGENUREsehe 
bei den elliptischen Functionen, nämlich das von Herrn Weierstrass für die 
Integrale n^ Ordnung aufgestellte System von 2n^—n Relationen (Programm 
des Braunsberger Gymnasiums, Jahr 1848 — 49^), und Bd. 47, pag. 302 dieses 
Journals^). Sieht man aber von diesem Zwecke ab, so ist auch die von 
Haedenkamp (Bd. 22, p. 184 ff. dieses Joiu'nals) nach, Andeutungen Jacobis 
entwickelte Relation bemerkenswerth, besonders wenn man die dabei auf- 

1) Weleretrasa' Wotke, Bl. I (13M), S. 111 S, Sob. 
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tretende Verbindung der Periodicitätamodnln in Form einer Determinante dar- 
stellt. Allein die Entwiokelung von Haedenkamp leidet, abgesehen von einigen 
dai'in enthaltenen Irrthilmern, an dem Mangel, dass sie nicht für complexe 
Wurzeln der Gleichung 0(3;) = und für complexe Integrationswege gültig 
bleibt. — Bei meinen Untersuchungen über die Differentialgleichungen, welchen 
die Periodicitätsmoduln der AsELschen Integrale genügen, bin ich naturgemäss 
zur Aufsuchung solcher Verbindungen der Periodicitätsmoduln geführt worden, 
deren Werth von den Wurzeln der Gleichung tp(3^) = unabhängig ist, und 
habe dabei unter anderem einen Determinantenausdruck erhalten, welchen 
ich im Wesentlichen mit dem in der HAEDENKAMPschen Abhandlung pag. 187 
129] Gleichung (10.) befindlichen vielfachen Integral übereinstimmend fand. 
Ich glaube, dass die betreffenden Entwickelungen nicht bloss deshalb von 
Interesse sind, weil sie zu der angegebenen Relation ohne jede Beschränkung 
führen und eine bemerkenswerthe Anwendung dieser Differentialgleichungen 
enthalten, sondern auch weil dadurch diese sonst vereinzelt dastehende Re- 
lation mit der Theorie der Periodicitätsmoduln in Verbindung gebracht und 
der obige Gesichtspunkt für die Verallgemeinerung der LsGENDRESchen Relation 
erläutert wird. 

1. 

Es sei 

wo k ,\, ■■■)^n-i ^^'^ * unabhängige und von einander verschiedene Grössen 
sind, und es werde 

4W = Ä 
und 

gesetzt. Die Periodicitätsmoduln des Integrals fydx seien wie in No. 2 der 
vorangehenden Abhandlung definirt, und zwar werden die zwischen den Grenzen 
u und fcj, fcj und k^, k^ und \, ,.., /i;^_^ und \_^ genommenen Integrale resp, 
mit Yj,, Tjj) ..., v]„_, bezeichnet. 

Die Differentialgleichung, welcher dieselben als Functionen von u ge- 
nügen, sei 
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(1-) 



^ + ß.-.^iZ=4 + - + ß.r, = 0, 



SO ist, wenn man setzt: 

(2.) n(x) = \&[3{x~u)'['{x)~i2n-d)^ix)], 

wo mit p eine von x unabhängige Grösse und mit <^'{x) die Ableitung von 
']j(rc) nach x bezeichnet ist, und 



(3.) 



1.3.6...(2a-l) 

2' 



nach No. 18 Gl. (la.) und No. 16 Gl. (12.) der vorangehenden Abhandlung 

.11-., ^" 
^ ' i 1.2.3...(«-l)a,_|/S,_, = n'-"(i() für i = 2, 3 », 

wo ri"""(x) die (i — 1)'* Ableitung von n(a:) nach X ist. Diese Gleichungen 
geben : 



(6.) 



-f(»)-9> 



[130 



-+°'(«)-?. 



1.2...(re-l)ü,|3, 



ir-"(«).s, 



wo die Ableitungen von ^(x) durch obere Indices angedeutet sind. 
Setzt man 



und die Determinante; 



80 ist, da die Diiferentialgleichung für die Perioden in unserem Falle nicht 
niedrigerer Ordnung als der (k~1)*™ sein kann (s. d. vor. Abh. No. 15 u. 18), 
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A von Null verschieden, daher führt die Gleichung 

d log A (i„_, 

du ;?„_, 

nach den Gleichungen (5.) zu der folgenden: 



(6.) 



G 



wo C eine von Null verschiedene von u unabhängige 

2. 

Es ist 

,. •. ö'^'w , .. — •—- , , ,.;■ 

(1.) ^ = ai(a;-!() -i^^xy. 

Setzt man andererseits 

so lässt sich (s. d. vorangehende Abh. No. 11) t^(x) als ganze rationale 
Function von z derart bestimmen, dass f^{x) eine ganze rationale Function 
höchstens vom Grade « — 2 wird. Aus Gleichung (1.) und (2.) folgt: 

131] wo 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich leicht, dass i\[x) höchstens vom Grade X — l 
ist. Es sei daher 

SO lassen sich die Coefficienten y^ ohne Kenntniss der Function f^{£) be- 
stimmen, wenn man in die Gleichung (3.) und ihre X — \ ersten Ableitungen 
x — ?( substituirt, Insbesondere ist 

Ferner ergiebt die Vergleichung der Coefficienten der höchsten Potenz von x 
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in der aus 

(la.) y = ax)'?ix)-' + -l^{r,{x)<^{xf'\ 
folgenden Gleichung 

(3».) H») = f.¥} + <{xyf{xj^ir,(x)f'{x): 

{5a.) *'o(^) =^ — 

Ist i\{x) bestimmt, alsdann ergiebt sich aus den Gleichungen (IJ.) und (3a. 

/fi^ f,(fc„) _ 1 r,{K) 

für a=^],2, ...,w — 1, "wodurch /j[(a;) ebenfalls bekannt ist. Für unseren Zweck 
ist jedoch die vollständige Bestimmung nicht nöthig. 

3. 
Bezeichnet man die zu den Integrationsgtenzen u und ä;^, h^ und Ä^, 

h und ft h und Ä sehörisen Periodicitätsmoduln des Inte2:rals / , 

resp. mit \^, '/]„,, "/j^j, ..., '%^^_^ "und setzt 



(1-) 



f;,W - S.4^'. 



so folgt aus den Gleichungen (1.) und (1a.) voriger Nummer nach der vor- 
angehenden Abh. No. 4 und 8, dass für jedes l: 



(2.) ^ = S.A.,.. 

für ■&-=), 2, ...,n-l. 

Setzt man daher die Determinante 



f.-„ f.-.,, 



f.. f., 



xmd die Determinante 



/;-..-, 



[.3. 
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SO folgt aus Gleichung (2.): 

(3.) ^ = FE. 

Setzt man 

so folgt aus der Gleichung: 



^|.|t}«.), 



oder nach Gleichung (6.) in voriger Nummer 






(5.) 
Bezeichnet man 



und die Determinante 



die Determinante 



riJK ) 



— i" rait r^n 




133] SO ergieht die Gleichung (5.): 

(6.) F = {-if-'R'^V. 

Setzt man 



7u 



■■ y\\ 



so liefert eine einfache Transformation die Gleichung 
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ÜBER DIE PERIODICITATSMODULN DER HTPERELIJPT ISCHEN INTEGRALE, 

1 y',:^ y'^-, ■ ■ ■ y'^-" 



n 



n 



Es ist nun sofort zu sehen, dass R'\>(u)''~' gleich ^n-ao ^„.sa ■ • - J' mal dem 
Prodlicte der Differenzen der Grössen k^ — ti, \ — ^-, ■■■■, ^„_, — ^^j oder der Grössen 
\,\, ■•■y\_^- Das Quadrat des letzteren Productes ist aber 



(-if- 



'«*.) «'<■).. -«f.-,). 



Es ist demnach 



..V(- 



folglich nach den (jleichungen (ö.) und (5a.) voriger Nummer ^(«()"~'Ä von 
M unabhängig. ' Aus der Gleichung (6.) in No. 1 folgt, dass auch 

-=-, und weil W von u unabhängig ist, ebenfalls 

— , d. h. H von «( unabhäng).g. 

Da aber H^ in Bezug auf die Wurzeln der Gleichung tf (x) = ü symmetrisch 
ist, so ergiebt sich, dass H überhaupt von den Wurzeln dieser Glei- 
chung unabhängig ist. 

Die Determinante H ist diejenige, in welche sich das vielfache Integral 
in der Abhandlung von Haedenkamp Gleichung (10.) S. 187 umformen lässt. 



Da die Determinante H die Eigenschaft besitzt, von den Wurzeln der 
Gleichung '^(x) ^ unabhängig zu sein, so können wir zur Bestimmung 
derselben für tf(x) eine beliebige ganze rationale Function n^"" 
Grades mit ungleichen Linearfactoren wählen. 

Am zweckmässsigsten scheint es zu sein, 

(1.) fix) = x"^l 

zu nehmen. Ist « eine primitive Wurzel der Gleichung [13+ 

(2.) x" ^ 1, 
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SO kann man setzen 
(3.) 

für 6 = 1, 2, ..., w-1. 
Nun ist 



— f'^ '^"^^ 






Ja^-i \Jx'^— 1 J| Sjx' 

wie sich, dm-cli die Substitution von a''''x für x ergiebt Ferner ist 

wie aus der Substitution von kx für x folgt. 
Demnach ist 



1 Jfl v^ — 1 



und das Product II sich auf alle Werthe von o von bis n — 2 bezieht. — 
Es ergiebt sich leicht daraus, dass ä gleich dem Product der Differenzen der 
Wurzeln der Gleichung -- Z-i =0 i^t, dass 
für ein ungerades n 

(7.) ö = \/(-rf^n-\ 

für ein gerades n 

(7a,) d = \'(~lf^n''-\ 

Femer ist bekanntlich 

(8.) ■ II(«""-1) = (-1)-«, 

135] endlich (siehe Legendre, Traitc des fonct- eil. T. 11, Ch. II, ^q. {,?)) 



(9.) 



;■' x'-dx /•' x'-'-d x _ _Jii__ 
1 SJx'-l 1 ij'x'-t ~ » « 



cotg- 
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und wenn n gerade und 6 = y, so ist 

(9a.) r_^ = _£v=^. 

Demnach ist 

für ein ungerades n 

„_, .TT . 2ir , n—1 TL 



a Jg Va;"— 1 \ *» / 

ein gerades n 

•V, Vi''^ \'''' {«-2)(»-4)...2 



'4 Iprzrf-^ " [T) (»-2)(«-4).. 

für ein gerades jj 

^ cotg — ■ cotg CO- 



oder 

für ein ungerades 



x'äx \ '* y \Jn 



''»■' V[W^ - (n-.)(..-.)...S.. - 

für ein gerades n 

Au8 den Gleichungen (6.), (7.), (8.), (10.), (10a.) folgt 
für ein ungerades n 



(11) jj = _(=i)_lM_'__ 

für ein gerades n 
' "■' -" ~ (»-2)(»-4)...2 '■ 



*) In der mehrfach angeführten Gleichung (10.) Seite 187 dar HiEDENKAMPschen Arbeit iat in dem 
vielfachen Integrale der durch die TransforinatioE eingeführte Factor ■■ ^^ ■ weggelassen, und auf die ima.- 
gioären Werthe, welche die Einzelintegrale innerhalb der angegebenen Grenzen, selbst wenn diese reell 
sind, annehmen können, nicht EUcksicht genommen worden. Daher ist auch der daraus gefolgerte auf 

37* 
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292 ÜBER DIE PERIODICITÄTSMODULN DER HYrERELLlPTISCHEN INTEGRALE. 

136] i'ür « = 3 ergiebt sich 

Diese Gleichung stimmt mit der LEGENDREschen überein. Denn nimmt man 

9(^) = x{x-l){x-u), 
80 ist die Gleichung (l.) gleichbedeutend mit; 
/■^ dx r" äx 



(''.) 



Setzt man 



4 '*? 



V(i- 


-f)[ 


-t'f) 


-ff, 


r 


4j, 


■J, 


r 


k'y'iy 
iy 



SO geht die Gleichung {l'.) über in 
welches die LEOENDRESche Kelation ist. 



derselben Seite befindliche Wetth des DoppeEntegrals, für ji 
im Texte oben angegeben, gleich 27tV— 1, 

Greifswald, den 12. August 1869. 



= S, Bicbt richtig, derselbe ist vielmehr, ■> 
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ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original, 

Es wurde gesetzt; 

S. 983, Zeüe 2 v. u. p. 184 statt p, 148, 
„ 287, Gl. (2,) ^ statt 4¥- 

2) Das am Schlüsse der Ko. 3, S. 289 erwähnte HAEDENKAMPSche Integral (Journal f. A. r. u. a. Mathematik, 
Bd. 22, 1841, 8. 187, Gleichung (10.)) lautet: 

/ n(m-y-^)%i#a--'<^j/«-i 

wo das Product H auf Äie Werthe 

?.,x = ],2,...,it-l, l<% 
ausztidelinen, 

■S,. -= («i-2/>()(%-J/v..)..-(%-yx) (■*=1,2,...,H-1) 

zu setzen und in Beziehung auf jedes y^ zwischen den Grenzen a^ und a^+i zu integriren ist. 
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SÜR LE DfiVELOPPEMENT E¥ SMiES DES mT:fiGEALES 
DES EQUATIONS DIFF:6rENTIEIXES LIN:6AmES. 

(Annali di Matematica pura ed applioata, Serie II, Tomo IV, 1870—1871, p. 36—49.) 



Ije developpement des fonctions en söries ordonnees suivant les puis- [36 
sances de la variable independante est incontestablement en gen&al la maniere 
la plus simple, soit de les evaluer pour une valeur donnee de la variable, 
seit de les examiner par rapport a leur caractere dana le voisinage d'un point 
de discontimiite. Mais de pliasieurs raisons ce developpement est assujetti ä 
des inconveniente considerables. L'un de ces inconvenients consiste en ce que, 
sous cette forme de repr^sentatioiij certaines propriet^s des fonctions restent 
cachees. C'est pourquoi en diverses recherclies l'on s'est procure diff^rentes 
autres espeees de repr^sentation qui fönt ressortir les proprietes qne l'on a 
en vue; par esemple la reprcsentation par la Serie de Courier pour faire 
voii la periodicite immediatement par la forme. Un antre plus grave incon- 
v^nient des series k puissances, qui est aussi la cause essentielle du premier, 
consiste eu ce que l'on ne peut pas leur conserver la meme foTme dana tout 
le plan infini qui sert ä la reprcsentation de la variable independante; mais 
il faut au contraire la changer tant dans le voisinage des divers points de 
discontinuite que dans Finfini. Une reprcsentation qui evite cet inconv^nient, 
soit entierement, soit en partie, est donc digne de quelque attention, lors 
m^me qu'elle est moins propre au calcul nnmCrique. Pour cette raison il ne 
sera pas tout-ä-fait superflu de donner dans ce memoii-e une classe de dCve- 
loppements des intCgi'ales des equations diiferentielles lineaires qui conservent 
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leur forme, du moins pour tonte valeur finie de la variable qui ne coincide 
pas avec un des points de discontinuit^. I^es termes de ces series sont formes 
37] par des quadratures r^iterees, ils sont donc naturellement compliqiies quant 
au calcul, mais ils jouissent d'une loi de formation trcs claire. Dans le Journal 
de LiouviLLE (ann^e 1864^)) Mr. Cauüe, en se pla^ant a un point de vue tout 
different du notre, a donne un developpement en serie des integrales des 
equations differentiellea linöaires qu'il trouve par le passage d'une öquation ä 
diff^rences finies. En essayant de remplacer cette voie naturellement epineuse 
par une autre plus commode et plus courte, nous reconniimes bientot que la 
Serie de Mr. Caque peut ^tre con9ne comme cas special de la classe indiquee 
de representations; et par lä eile noiis servira dans ce qui va suivre comme 
un simple exemple. 

1. 
Avant d'entrer dans la matiere particulierc de ce memoire, nous allona 
preciser la forme d'une integi'ale de l'equation dilfcrentielle : 

de Sorte que y, y\ y'\ . . ., ?/"""" prennent pour x =^ x^ respectivement les valeurs 
"Oo' 'I1' ^2' ■■■! 'j^-i' ^'^ signifiant les d^riv^ea prises par rapport a x par des 
accents superieurs, et supposant que les fonctiona de x arbitrairement donnees 
Pvi-xf Pm-^i • ■ -iPäiP "^^ devicnnent pas infinies pour a; = x„, ou, ce qui veut 
dire le m^me, que x^ n'est pas un point singulier de l'equation differentielle 
(voir a l'egard de cette denomination le no. i de mon memoire dans le Jour- 
nal de Ceelle-Borchaedt , t. 66^)). 

Soit y,) y^i ■ ■ ■) 2'm ^^ Systeme fondamental d'integxales (dans le sens de 
mon memoire deja cite, no. 2) de l'equation differentielle 

on sait que l'on trouve d' apres Lagrakge les integrales de l'equation (1.) en 
considcrant dans l'expression: 

les coöfiicients c^, c,, ..., c^^^ comme dependants de x et en les determinant 

8113, t. 9, p. !!:&— 2ä^. Soli. 
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de fa^on que 

(3.) «;'" = c,yf -^ c^7/f + ■■■ + c„;/* pour i ^ 0, i, 2, ,,,, m — l. 

A cet effet les fonctions c doivent satisfaire aux equations: 

(4.) o'iVf + cl,yf -i 1-^3/™= pour i = 0, i, 2, . . ., m — 2. 

A ces equations on doit adjoindre encore une cquation qui exprime que ; 
est une integrale de l'equation (1.), 
En posant le determinant 



[3S 



n Um • • ■ Vm 

et en signifiant le coefficient de ^("'"" dans A par A^, on a (comme il suit 
des memoires de Malmsten et de Joachimsthal dans le Journal de Crelle- 
BoRCHARDT t. 39 et 40) 



Cj = I ^^jr-dx pour 



(5.) 
L'on peut poser 

^dx-\-yi pour i= 1, 2, ...,)K, 

oü y^, y^, ..., f^^ sont des constantes arbitraires. D'apres les equations (3.) on a 
(7.) )/"' = %yf r ^dx^^y^yf pour h = 0, l,2,...,ffl-l. 



Poui" que 1/, y', y", 
d'equatious : 



. , y'" " aient pour x ^ x^ respectivement les valeura 
constantes y se determinent par le Systeme suivant 



■?) 



J'i lii + ^a ^a( + ■ ■ ■ + fm 'Imi 



pour 



en signifiant par 'f\^. la valeur de y^" pour x = x^. 

Cea equations sont toujours resolubies, parce que leur determinant est 
^gal a la valeur de A pour x = x^, qui ne s'evanouit paa (v. mon m^m. cit6 

EuohB, mathm. WorkB. I. 38 
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no. 2). L'integrale cherch^e a donc la forme: 

39] (9-) y = -LaJ ^äx + ^,y,i/,, 

oü les y sont dötermin^es par les equations (8.). 

Si en particulier \,\,yi^, ■■■! ■*]»-, ^^^^ toutes nulles, le deteiminant des 
^quations (8.) ne s'evanouissant pas, il suit que y^, y^, ■■■) j"^ sont toutes nulles, 
donc Tint^grale (9.) devient: 

(9a.) y = f.iyj'^^äx. 

Dans ce memoire nous appellerons l'integrale (9a.) l'integrale princi- 
pale appartenant ä x^. De l'eqnation (9a.) il suit que, si l'equation diffe- 
rentielle est homogene, l'integrale principale est identiquement nulle, puisque 
^ = 0. 

II est essentiel de remarquer que la premiere somme dans requation 
(9.) ne varie pas quand on y remplace le Systeme fundamental 
^it^a'*'-'^™ P*^^' ^^^ autre. 

En effet, en rempla^ant y^ par c^i ^, + c,; ^j -i — + <^i,;,yn,t oü les quantit^s c^ 
sont des constantes arbitraires ainsi choisies que le döterminant: 



ne devienne pas nul, A se change en CA et A^ ( 



S*' 



6C 6A 



■■%^^■ 



Par lä la premiere somme de l'equation (9.) se cliange par la Substitution 
indiqu^e en 

40] Puisque Si"^,!"!^ = '^ *^" ^ *^ selon que l = Ic ou l^k, cette expression 
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se transforme en 



^.CiJ'^äx = ±,y,f!^ax; 



c. c[. f. d. 



2. 
Heprenons l'equation difF^rentielle : 
(1.) I>{y)-p = y™*-2'™-. «/'"*"" -i'm-!^"'"'" p^y-p = 

et transformons d'une maniere arbitraire I>{y) en une diffexence 

(2.) ■D(2/) = i>.(j/)-A{;/) 

de maniere que D,{y) et D^{y) soient des fonctions lineaires et 
de y et de ses derivees , et que D (y) contienne le terme g/'™' et dans les 
autres termes des derivees d'ordxe inferieur, de sorte que I>^{y) contiendra 
seulement les derivees jusqu'ä l'ordre m— 1, l'equation (1.) est alors 

(3.) i>tiy) = i>,iy) + p- 

Soit maintenant ti^ une integrale de l'equation difFerentielle 

(3a.) -D.Cs) = n 

teile que u^, u'^,u", ...,u'^~" prennent pour x = x^ respectivement les valeurs 
arbitrairement donnees yi<,, fi^ \^ ■•■j fi _,5 ^^ posons dans l'equation (3.) 
y = u^ + u, 

il s'ensait que u est l'integrale principale appartenant k x^ de l'equation diffe- 
rentielle 

(4.) AW = A{") + ^o(*), 

oü 

Soit 2fj l'integrale principale appartenant ä x^ de l'equation 

(4a.) AW = Ki^), 

et posons dans l'equation (4.) [41 
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il s'ensuit que v est Tintegrale principale de l'equation; 
(5.) D,(v) = I),(v) + F,ix), 

oü 

F.icc) = J),{i>,). 

Soit u^ Fintegrale piincipale de requation 

(5a.) D,{v) = F^{x), 

et posons dans requation (5.) 

il s'ensuit que v^ est Fintegrale principale de l'equation 

(6.) 7J,(f.) = B,{v,) + F,{x), 

ak 

FM = AC^^}. 

Soit de nouveau u^ l'integrale principale de l'equation: 

(6a.) D.M = F,(^) 

et posons dans l'equation (6.) 

il s'ensuit que v^ est l'integrale principale de requation: 

(7.) D,iv,} = I),{v,) + F,{x), 

OÜ 

F^(x) = I>,(u,), etc. 
En continnant ces Operations on trouve que 

(8.) y = M„+M, + M2+---+Mr+1-V-i 

est une integrale de l'equation (1.) teile que pour x = cc^ les fonctions 

y, )/', y", ..., g/'"*'" prennent respectivement les valeurs ''J„i "^u 1^,1 ---i ^„„ji en 

supposant que u est l'integrale principale appartenant ä x^ de l'equation 
differentielle 

(9.) D,(y) = F^^,(x) pour p>0 

42] et u^ l'integrale de l'equation: 

(9a.) D,{y) = 
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teile que pour a; = x„ les fonctions «t^, u'^, ti", ..., m^"'"" prennent reapectivement 
les valeurs ^jo) ""li' ^2' ■■■' ''ini-i' ^^ *1'^'^ ^'^^ fonctions F soient donn^es par les 
relations : 

et enfin que v,._, est l'integrale principale appartenant ä x^ de l'equation 

(11.) DM = i>M + FA^)- 

Par les ^quations (9.) — (ll.) 011 obtient successivement n^, F^{x)- u^, F^{x); 
M,, F^(a:), etc. Mais il faut qu'ä ces relations on en substituc d'autres, aii 
moyen desquelles on puisse calculer directement ces fonctions sans recourix 
chaque fois aux equations diff^rentielles ; voilä le but du num^ro suivant. 

3. 

Seit ^1, J/j) ■ ■ -5 ^m iH- Systeme fondaraental d'integrales de l'equation: 
(1.) D.W = 0, 

on a, en conservant les notations A et A, du no. 1, 

(2.) Mp = %c.^iyi pour p>0, 

ou 

Puisque, d'apres l'equation (3.) du no. 1, 

uf =^ SiCgiJ/* pour ft = 0, 1, 2, ..., m-1, 

il suit [43 

(3.) A(V = i'V-^'(2'-) poi^i^ e>o, 

la deriv^e la plus elevee contenue dans D^{y) etant la (m— 1)'™°. 

En rempla9ant dans c . sous le signe d'integration la variable x par t, et 
en d^aignant par u^, Uj,...,u^ respectivement les memes fonctions de t que 
^i) 2/a' ■■•' 2/m ^^ *' ^^ designant enfin par A(t,x) le d^terniinant que l'on 
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obtient en rempla9ant dans A(i) les deriv^es 

Ti^' IBsä* ^^ MsP- P«' -D.C!'.). AW A(fc) 

quantites dans lesquelles la variable est x, il s'ensuit de l'^quation (3.) de 
ce no. et de l'equation (10.) da no. precedent 

(A.) P,W=/"'i4L^« po»r (,>0. 

En rempla^ant dans le determinant ti (i) les derivees 

^r^' Tr^ ^Sr^ '"'^P- ?*' ä/„ d. s. 

fonctions de x et designant le determinant resultant par öi^{i,x), il suit de 
l'equation (2.) 



(B.) M, =j ~ A(i) '^^ P°"^ P>*^- 



Par requation (A.) on peut trouver snccessivement F^(x), F^(x), etc., et alors 
l'equation (B.) donne u^, t(^, etc. Enfin il suit ^galement de l'equation (11.) 
du 110. precedent et de requation (9a.) du no. 1: 



(C.) v,-.=f 



■^KBMi^A 



Que Ton remarque que la i'^"" derivee de ^^{t,cc) prise par rapport k x sq 
forme si l'on reraplace dans A^(f, x) les fonctions y , y^, ..., y^ respectivement 
par yf, i/f, .-., */^', et les derivees , "' ■, —jjm^} ■ ■ -i ~äp^^ respectivement 

P^ df"-' ' (?("•-' ' ■■■' di™-i 
44] En posant donc 

l'on derive de la premiere remarque 

öAM.x) d'AJL: 



(D.) i (i, I) = s. 4. (<,«) + 3. — ^-^ + & 



dx ^ " as" 
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Les integrales du no. precedent sont prises toutes le 
ligne d'integration qui ne traverse aucun point eingulier i 



long d'une meme 
e l'equation diff^- 



cette ligne, A(^) ne s'evanouissant et ^{t,x) et F„{t) ne devenant infinies que 
ponr les points singuliers (v. mon m^m. eite no. 2). C'est pourquoi l'on peut 
aBsigner deux quantit^s positives M et N telles que le module de ■ } '^' ne 
surpasse pas M et le module de F^{t) ne surpasse pas N le long de la ligne 
indiqn^e. Soit de plus s l'arc de cette ligne pris de x^ jvisqu'ä x, ds etant 
le module de dx, nous avons, en employant iterativement l'equation (Ä.) du 
no. precedent, 

modF,(x)'<NMs, 



(1.) 



Puisque, comme Ton sait, ] 



mod F^(x) < 
moäF.ix)-^ 



NjMsf 



N{Msf_ 
1.2.3 ' 



■ 1.2,3 



mod F Jx) 
i s^rie 

N{Msy NjMs)" 
1.2 ■"" 1.2.3 



NjMsy 



est convergente, la seile 



[4S 



(3.) 



F,{x) + F,{x) + F,(x) + etc. 



, inf. 



est aussi convergente. 

D'une maniere semblable Mr. Caque a demontre la convergence de sa 
s^rie particuliere. 

Mais il faut ajouter ime remarque ä cette demonstration. En effet l'arc 
de la ligne d'integration peut ^tre infini, quand m^me x est finie , l'integration 
s'approcliant du point x par des tortillements en nombre infini. Alors la de- 
monstration precedente serait en dcfaut. Mais, x n'^tant pas un point sin- 
gulier, on sait que la valeur d'une teile integrale egale la valeur d'une autre 
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prise de x^ h X sur une ligne de longueur finie et qui constitue avec la 

premiere un contour ne contenant aucun point singulier dans son Interieur. 

De l'equation (B.) du no. precedent et des inegalites (1.) de ce no. il suit 

et de lä 011 tire que la Serie 

(6.) y = ti^ + !»;■ + M, + . . ■ in inf. 

est aussi convergente. 

II nous reate encoie k demontrer que la scrie (5.) satisfait ä l'equation 
differentielle (1.) du no. 2. A cet effet il faut et il suffit que le module de 
la fonction v^.^^ de Tequation (8.) du no. 2 decroiese indefiniment avec r. 
C'est ce que Ton deduit immediatement de l'equation (C.) du no. precedent et 
des inegalites (1.) de ce no., parce que l'on a 



mod »,._ 



_mmy^ 



■ 1.2. 3. ..(,•+!) 

quantite d^croissant indefiniment avec )■ ä cause de la convergence de la 
serie (2.). 

Suppoaons que l'on connait dans toute l'etendue du plan des x le Systeme 
fundamental d'integrales y,, S'ai ■ ■ ■ j ^™ ^^ l'equation differentielle (l.) du 
46] no. 3, alors la seiie 

y = tf^ + w, + i(j H in inf. 

represente pour toute valeur finie de x, exceptö les points singuliera, une 
integrale de l'equation (l.) du no. 2, teile que pour x =^ x^ les fonctions 
y, y\ y'\ ..., jf'"'"" prennent respectivement les valeurs 7)„, yj^, t),, . . ., 7j^_,. On 
obtient les termes de la s^rie par des integratione reit^rees , comme l'indiquent 
les equations (A.) et (B.) du no. 3. 

En choisissant convenablement D^{y) et partant y^, y^, ..., y^^, on peut 
obtenir que les termes de la seiie re9oivent des formes prescrites, telles qu'une 
recherche particuliere les demande. En tout cas, il est clair qu'il y a une 
infinite de repr^sentations difFerentes du genre indique des integi'ales d'une 
6quation ditferentielle lineaire. 
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6. 

Nous alloiis maintenaiit deduire, comme simple exemple des formules 
exposees dans les noe, pr^cedents, la serie que Mr. Caque a txouvee dans soii 
memoire cite anterieurement. 

Ell effet, en clioisissant 

requatioii (1.) du no. 3 devient 

(1.) ,/•' = 0- 

L'integrale u^ de cette equation est; 

X-. i^4--p -i ii_-i 4- T i 5i- 



En prenant les integi^ales 

Vt = 1, % = ^, J/s = x\ . . ., »/,„ = X'"-' 

pour Systeme fundamental, on a 

A = (-1) ^^V.2lZl...(m-iy. 

en designant le produit 1 . 2 . 3 . . . A; par k ! 

En formant, d'apres la remarque faite ä la fin du no, 3, les derivees [47 
de A^(t,x) par rapport ä x et t, ii r^sulte dans le cas präsent immediatement: 

^ ' ■ dx ^ dt 

En ontre il est elair que 

(5,) ff:Mi£L = 0. 

De l'equation (4.) on deduit que la fonctiou Aj(^, x) est une fonction 
entiere de x — t seul, et de l'equation (5.) que cette fonction est du degre 
m — \ au plus. Puisque Aj((5,ic) et ses m — 1 premieres diäriväes prises par 
rapport ä x s'evanouissent pour a; = i, on a 

^^{t,x) = C(ai-if)™"'i 
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oü C est independant de x et t. II est claii- que 
donc 

(6.) A,(M) = -j^C^-O--. 

Par l'equation (D.) du no. 3 on trouve 

D'aprcs les equations (6.) et (7.), les equations (A.) et (B.) du no. (3.) deviennent 
poTir le ca9 present : 






48] 7. 

II nous reste ä faire voir que les teiraes de la serie de Mr. Caque com- 
cident avec les termes u que nous venons de donner par la formule (B'.), si 
l'on modiiie quelques notations. En rempla^ant m par ^ + 1; P,p^jpi, ■■■iP„-i 
respectivement par Ä{ai), A^{x), Ä^(x), ..., A{x); '%■> \^\i • ■■',''}^_, respective- 
ment par a^, a^, a^, . . ., a , et en nommant 6(3;) la fonction u^ de l'equation 
(2.) du no. precedent, on voit que la fonction f(x,t) donnee par requation 
(7.) du no. precedent comcide avec la fonction f{x, t) de Mr. Cäqu^ d6tinie 
par l'equation (D), chap. II no. 6 de son memoire; de meme notre fonction 
F^{x) dMnie d'une maniere generale par l'equation (10.) du no. 2 comcide 
pour le cas present avec la fonction F{x) de Mr. Caqüb donnee par l'equa- 
tion (C) de son memoire. Les fonctions f(x,s) qu'il a donnees par la formule 
(E), ibid. peuvent etre deünies d'une maniere plus distincte par Tequation: 



(1.) /•,„(^,^) = /'°f,(»;,«)f(«, 
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Dans la formule (H), ibid. chap. III no. 12, Mr. Caqüe trouve 

(3.) -^1 = F{^) + %fF{.)f^ix,.)d.. 

D'apres notre formule (B'.) du no. precedent, nous avons; 

(3-) - V^ = ^'-'-"^ f™' »=■"• 

■ , ^^° s' evnnoulssant ; donc il faut montrer que 

(4.) F,+,(x) =fF{,)f,{x,.)d.. 

Dans ce but ^tablissons la formule 

(A".) f dio f tf-O«, (u)<lu ^ f du f <\,{tt, m)dm+ f d«, f ■^(v>, v)dv, 

ou 4^(1*, ü>) est une fonction des variables independantes ^(, lo, teile que les 
fonctions ä integi-er ne deviennent pas infinies dans l'etendue de l'integration. 
Les deux membres de cette equation etant des fonctions de a; et 3^ dont [49 
les derivees prises par rapport ä z sont l'une et l'autre 

et dont les valeurs pour s =^ x^ s'evanouissent simultanement, sont egales. 
En posant dans cette equation 3 = x, on obtient la formule particuliere: 

(B".) f dm f ^{m,u.)(?M = f dm r <[{^,v)äv. 

En posant en outre 
et partant 

■K«.,«) = /,-,(»;>"')/■{<»,.')-?,(»), 

il s'ensuit 

J'"F,.{m)dmJ''f^^,{x,u)au,m)äu =^ f f^_,{x , <^)d^ £ f{.,>,v)F^.(v)dv, 
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c'est-ä-dire, d'apres la formule (1.) de ce no. et la formule (A'.) du no, pre- 
cedent, 

(5.) J'V H 4 (^, «.),?«. =J'"f^.,{x,^)F,.^,{m)dm. 

En posaat dans eette (iquation au lieu de r et q, premierement et §, puia 
1 et g — i, puls 2 et 5—2, puis 3 et q-~d, etc., jusqu'ä q~l et 1, et en 
ajoutant, on obtient 

donc V^quation (4.) se trouve demontree. 
Greifswald, mai 1870. 
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ANMERKUNGEN. 



lolation, 



,, u^ statt V 



j liervor- 



1) AnderiiDgea gegen das Origiaal. 

Eine mclit genüge Anz&M ^on Druckiehlern des Oiiginals die als solche dem InhaUe der Ab- 
handlung a-iiA umnittelbai zu eiLennen sind wurde stillscliweigend bencbtigt; ferner wurde gesetzt: 
? 295 Zeile S t u Poiii statt P*r 
„ 2^6 13 12 i u des aceents st^tt d iccents 

„ 297 „ 1 de faeon statt amsi 

^ , 15 V u dans i pai A ".titt eu i, i p A 

219 4, 5 nulles st^tt i?ro 

10 V nulle Zeile b v u nul ititt zöio 
^ 2'\S e ea statt dais 

^01 2 o ilonn^ea jai les lelationa statt lieea p 

„ 4 j \ u dins statt en 
^ ■> \ u und ebLnso im FDlgenden & j02 j 

Bczoiohnung dtr|Pnigea Tmictioneii vt 

gLi en wenn n an die unabhängige Variable v durch ( ersetzt, 
„3(1' / 1 u daaa statt en 

3U3 zwischen den einzelnen Gliedern der leiden Reihen C 
„ 304 Zeile 11 C est ce que statt C e'.t qut 

8 D'aprfes statt Par, 

9 V. u. e(fl!) statt %{x), 

5 V. u. d'une maniere g^nörale statt g&eralement, 
3 V. u. /■,(«, a) statt fgia;,t), 

2 V. u. d'une manifere plus distincte statt plus distinctement, 
7 Dans statt Ponr, 
2 V. a. il s'ensuit statt il suit. 

2) In der Formel (C.) auf S. S02 hat man in Ai((,a)) und A(t) unter j/i.ya)"- 
der No. 3 definirten so bezeichneten Functionen, sondern ein Fimdamentalsysten 

und entsprechend unter u,, u^, .. ., u„j diejenigeB Functionen ■ 
J/n ä/ai ■■-i^m durch Yertauschung von a; mit t h 



I (3.) + Zeichen statt Kommata, 



, nicht die zu Anfang 
a der Differentialgleichung 
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ZI thtt d qliimd^fditf) 

l p PI tat im 1 jl dl d lllWdgtwhldh 
■V h t, f 11 

S 304 d f 1 d m 1 f t llt l g! h g ( 4 1 tmd Z il 13) <" 

btS ligdtwl Bhtt 1 d ria lN4g führt 

C gl d E h (3 ) ( 0^) I dl "i d gl hm g t d d li gli d 

w tgnb flgtw mi Phmtd 1 tingig \ 11 t i ild t 

d DB m t ^* ^ lüil t d 1 d t. nz d f li guldi- P kte d 

Diff ti Igl h g (1 ) K d d ■\\ t g t d f dl P ih (5) (S S04) 

blitdglhmg ^tdd taw jttt ^-^y- ^ 1 mg A 

dl 1 t M d d Cl b (C ) fS 30 ) t 1 I t 1 b ft t ( g! li ) 



t A li Iti t b m t d d Abhandl g twi k H H üf mitt In m li w das di 

E li (5 ) fei ^ d ft tiirb stD Itt Pkttf diEötmg d H7 

W lit „k t S H. 
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XL 

BEMERKUNGEN ZU DER ABHANDLUNG : 

..ÜBER HYPERGEOMETRISCHE FUNCTIONEN n"^' ORDNUNG« 

IN DIESEM JOURNAL BD. 71 S. 316. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 72, 1870, S. 255—262.) 



In meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66, No. 7^)) ist gezeigt, dass in [255 
der Klasse der ebendaselbst No. 4 Gleichung (I2.) charakteriairten Differential- 
gleichungen, den Fall einer Differentialgleichung erster Ordnung mit drei 
singulären Punkten abgerechnet, diejenige, welcher die durch die GAUSssche 
Reihe darstellbaren Functionen genügen , die einzige ist , welche durch die 
singulären Punkte und die Exponenten der zu den einzelnen singulären Punkten 
und dem ünendliehkeitspunkte gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen, 
oder, was dasselbe ist, durch die Wurzeln der zu diesen Punkten gehörigen 
determiniienden Fundamentalgleichungen allein vollständig bestimmt wird. 
Ist n die Ordnung der Differentialgleichung (12.) No. 4 meiner angeführten 
Abhandlung, p die Anzahl der gegebenen und bestimmten singulären Punkte 
derselben, so ist, wie aus No. 7 ebendaselbst zu ersehen, die Anzahl der 
nach Festsetzung der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen 
noch verfügbaren Constanten der Differentialgleichung: 

, _ ,,'(p-l)-n(e+l) + 2 
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In der in der Ueberschxift genannten Abhandlung nimmt Herr Pochhammer 
diesen Satz zum Ausgangspunkte seiner Untersuchung. Er betrachtet den 
Fall Q ^= n und verfügt, nachdem er für jeden einzelnen singalären Punkt 
und den Unendlichkeitspunkt die Exponenten iixirt, über die übrigen 

2 
Constanten der Art, dass er zu einer Differentialgleichung gelangt: 

(A.) ?w4^+i,(-ir'[(*-''-i).-.T'"'w+(i-''~i).-.-,r-'-"W]4y = "■ 

250] wo 

f{x) = {«-a.)(a;-«,)...(a;-fl„), 

's(x) — x — a x — a x — a ' 

indem ^i, ^j, ■ ■■) ^„1 ^ willkürlich gegebene Constanten bedeuten (s. seine Ab- 
handlung, Abschnitt I. Gleichung (I fi.)). 



Um zur Differentialgleichung (A.) zu gelangen, stellt Herr Pochhammer 
— wenn ich mich in der von mir gebrauchten Terminologie ausdrücke — 
die Bedingung auf, dass die determinirenden Fundamentalgleichungen für jeden 
singuläxen Punkt die Wurzeln 0,1,2,..., n—1, für den Unendlichkeitspunkt 
aber die Wurzeln — A + 1, — A + 2, — ^+ 3, . .., — A + w— 1 haben, und dass die 
diesen Wurzeln als Exponenten zugeordneten Integrale für jeden singulären 
Punkt geradezu, für den Unendlichkeitspunkt aber mit x'^*^ multiplicirt in der 
Umgebung des bezüglichen singulären Punktes oder des ünendlichkeitspunktes 
eindeutig, continuirlich und endlich werden und in denselben Punkten von 
Null verschieden sind. 

Der analytische Ausdruck dieser Bedingungen ist durch No. 7 meiner 
Abhandlung dieses Journal Bd. 68 ') implicite gegeben. Soll für einen sin- 
gulären Punkt a die determinirende Fundamentalgleichung die Wurzeln 
0, 1, 2, ..., w— 2 und ausserdem die Wurzel jt enthalten, so hat man danach 
zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Alh, YII, 5. 223 ff. dleaes Umaeg. Soli. 
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Entweder ist ft keine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden 
die Wurzeln 0, J , 2, . . ., M— 2 eine Gruppe für sicli, und der dort angegebene 
analytische Ausdruck für die Bedingung, dass die dieser Wurzelgruppe ent- 
sprechende Integralgruppe in der Umgebung von a von Logarithmen frei sei, 
ist mit den Gleichungen des Herrn Pochhammer identisch, wenn man in 
letzteren P^{x) für JR^{x) setzt. 

Oder II ist eine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden alle 
n Wui'zeln 0, 1, 2, ...,«~2, (t eine einzige Gruppe. Der analytische Aus- 
druck der Bedingung, dass die dieser Wurzelgruppe entsprechende Integral- 
gruppe von Logarithmen frei sei, wie sie No. 7 meiner Abhandlung Bd. 68 
giebt, enthält alsdann ausser den Gleichungen des Herrn Pochhammer 
noch andere. 

Ist insbesondere f^ gleich einer der Zahlen 0,1, 2,. ..,«-2, so folgt 
schon aus No. 6 meiner Abhandlung Bd. 66^), dass die Integralgruppe [25; 
Logarithmen enthält. 

Dasselbe gilt vermittelst der Substitution x = -^ für den Unendlichkeits- 
punkt. — Wir haben also das Besultat: 

Die Behauptung des Hei-rn Pochhämmer, dass stets die Integrale der 
Differentialgleichung (A.) für jeden singulären Punkt oder für den ünendhch- 
keitspunkt mit Potenzen resp. von x — a oder x multiplicirt in der Umgebung 
von a oder des Unendlichkeitspunktes eindeutig, continuirlich und endlich 
sind, ist nicht richtig. 

3. 

Auch die Einschränkungen, welche Herr Pochhammer im II. Abschnitt 
seiner Abhandlung für die Werthe von J^, \, ..., fc^, l macht, ändern in dieser 
Beziehung nichts. 

Es sei mii gestattet, ein Beispiel hinzuzufügen, auf welches ich nachher 
noch einmal zurückkommen werde. 

Es sei *^ = 2, Oj ^ 0, a^ = 1, und den eben angeführten Einschränkungen 
in Bezug auf &,, J^, .. ., 6„, A gemäss h^ = ly, b^ = ly, A = 2|, so wird die 
Differentialgleichung (A.): 

(1.) ta(»-l)g--8(aa:-l)* + 21s = 0. 
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Versucht man dieser Differentialgleichung in der Umgebung von x = durch 
eine Keihe 

zu genügen, in welcher c^ von Null verschieden ist, so müsste für ft = 0, 3 , 2, ... 
in inf. 

(2,) 4(7j + 1)(^-2)Cj+, = (iJc'-20k + 21)c^ 

sein. Allein für fe — 2 verschwindet der Coefficient von c^^^, aber nicht der 
Coefficient von c^ dieser Gleichung, wie es sein müsste. 

Ebenso wenig ist in der Umgebung von x= \ eine Entwickelung der Form 

y = j^.c,{x-\f 

möglich, wenn c^ von Null verschieden sein soll. 
Setzt man a; = — , so erhält man aus (I.) 

(la.) 4(l-0f ^ + 8(3-20^^ + 21^ = 0. 

258] Die Wurzeln der zu i == gehörigen determinirenden Eundamentalgleiebung 
sind — ~ und — \. Setzt man 



so wird aus (la.) 

Dieser Differentialgleichung kann man nicht durch eine Reihe 

>! = i.«.'" 

genügen, wo c^ von Null verschieden ist, was wie oben folgt. 

Überhaupt hat die zu irgend einem singulären Punkt a^ der Differential- 
gleichung (A.) gehörige determinirende Fundamentalgleichung ausser den 
Wurzeln 0, 1, 2, . . ,, n — l die Wurzel 6^ + A — I, und wenn diese eine positive 
oder negative ganze Zahl ist, so können nach No. 2 die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A.) in der Umgebung von a^ Logarithmen enthalten. — Die 
zum ünendlichkeitspunkte gehörige determinirende Fundamentalgleichung hat 
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den Wurzeln ~l + l, — A + 2,-A + 3,...,-A + w-l nocli die Wurzel 
w — A— (iij + &^ + — hij. Ist also h, + b^ + — h &„ eine positiye oder negative 
ganze Zahl, so können die Integrale der Differentialgleichung (A.) in der 
Umgebung des ünendlichkeitspunktes Logarithmen enthalten. 

In der That sind in dem obigen Beispiele für die singulären Punkte 
und 1 die zu der Wurzel Null, für den Unendlichkeitspunkt die zu der 
Wurzel ~ f der bezüglichen determinirenden Fundamentalgleichungen gehö- 
rigen Integrale der Differentialgleichung (1 .) mit IjOgariÜimen behaftet. 

4. 
Wir finden das obige Kesultat auch bestätigt, wenn mr die im Ab- 
schnitt II. der Abb. des Herrn Pochhamker behandelte Integration der Diffe- 
rentialgleichung (A.) durch, bestimmte Integrale einer Prüfung unterziehen. 
Es wird daselbst verificirt, dass 

/**' , >B,— 1, \6ä — 1 / %K — 'i-/ -N^ — 1 1 

(!( — ß j {u — c J ... {u — a„) (u — x) du 

und 

yy ^ j (m - «,) ' («-«.)' -■('*- « J " (" - a;) du 

Integrale der Differentialgleichung (A.) sind. 

Wir wollen uns jedoch nicht bei dem Umstände aufhalten, dass man [259 
erst dann die Differentialgleichung (Ä.) als durch diese Functionen von x in- 
tegrirt ansehen könnte, wenn der Nachweis geliefert wäre, dass man aus den- 
selben ein Fundamentalsystem von Integralen herstellen könne, d. h. ein solches 
System, zwischen dessen Elementen keine identische lineare, homogene lie- 
lation mit constanten Coefiicienten stattfindet. Wir wollen daher zulassen, 
dass z. B. y^, y^^, y^^^ ..., ?/j_gj_i, 2'i-,ä+i' %+u+s' ■■■' Vn-mi Vk ^^^ Fundamental- 
system bilden, und die Entwickelung dieser Functionen in der Umgebung von 
a,. prüfen. 

Zunächst muss das von Herrn Pochhammer adoptirte Pnncip, dass ein 
bestimmtes Integral als Function eines Parameters aufgefasst eindeutig sei, 
wenn die einzelnen Elemente desselben eindeutig sind, zurück- 
gewiesen werden. Ich will hier nicht auf die Behandlung solcher Functionen 
nach diesem Gesichtspunkte tiefer eingehen, verweise vielmehr auf meine Abh. 
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lad. 71 dieses Journals »die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
etc.«'). Ich will nur bemerken, dass man nicht ühereehen dürfe, dass sich 
auch die Integrationswege und die Integrationsgrenzen ändern, und dass schon 
die einfachsten Beispiele die Unzulässigkeit des genannten Princips zeigen. 
Betrachtet man z. B. 

du 



-/"__* 



als Function von x, so ist — ^^~ um jeden Punkt x eindeutig, aber y = log( 1 

ist nicht eindeutig um x = und x ~ ■[. 

Es iässt sich in der That auf anderem Wege beweisen, dass die Function 
p , wo fi und V von k verschieden sind, und der Integrationsweg nicht durch 
a. geht., in der Umgebung von a^ eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Denn man kann bei einem Umlaufe von x um öj, den Umlaufskreis so 
klein annehmen, dass der Integrationsweg von y ganz ausserhalb desselben 
liegt. Man hat alsdann 

mod (x ~ ßj) < mod {u — «j.) , 
so dass, wenn man setzt 

/ \&i — 1 / A — l , \h,, — 1 

w f„) = ("-».) (»-"■) ■■■(»-''. ) 



(1 



) !/,. = |J.(^-«.)*/°'t.(«)(«-«/' + '^ 



260] WO l^ die successiven Binomialcoefficientcn von A — 1 bedeutet. Die hier vor- 
kommenden Integi-ale sind endlich, weil der Integi'ationsweg nicht durch a^ 
geht, und weil über die Grössen ^^i^^^ ■■ ■■, b^ und A solche Dispositionen ge- 
troffen sind, dass ^j(m) auf dem ganzen Wege endlich ist. 

Herr Pochhämmer Iässt bei seiner Beweisart zu, dass der Integrationsweg 
durch «j gehe. Aus unserem Beweise ist zu ersehen, dass dieses unzulässig. 
Aber abgesehen hiervon kann man aus No. 7 meiner Abhandlung (dieses 
Jounal Bd. 71^)) sehen, wie die Eindeutigkeit aufgehoben würde, falls der 
Integrationsweg durch a^ ginge. 
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Ebenso folgt, dass y^^ in der Umgebung von «^ mit {io — a^) * mul- 

tiplicirt eindeutig ist. In der That ist es bei einem Umlaufe von x um «^ 
möglich, den Integrationsweg von a^ nach x ganz innerhalb des Umlaufs- 
kreises zu erhalten, so dass 

mod (m — «j) ^ mod {x — %). 
Man hat alsdann 

Ist (i von /c verschieden, so ist 

mod («( — %) <:moä(ffl^— ßj), 
folglich lässt sich ^'"^(m) nach positiven ganzen Potenzen von ti—a^ entwickeln. 
Es sei demnach 

so folgt 

(2.) V, = ix-o.,p^'-^±,±,p,y,,{x~a,)\ 

Anders verhält es sich jedoch mit y^. Während nämlich 3; nm «^ einen 
Umlauf macht, ist nicht bloss die obere Grenze, sondern auch der In- 
tegrationsweg zu ändern, so dass er durch keinen der Punkte ß^, a^, .. ., a^ 
hindurchfuhrt. Hierdurch geht y^ nach einem solchen Umlauf im Allgemeinen 
in eine lineare homogene Function der übrigen Integrale des Eundamental- 
systems über, muss also in der Entwickelung für die Umgebung von a^ Loga- 
rithmen enthalten (vergl. meine Abh. Bd. 71, No. 5 bis 7^)). Da a„ eine be- 
liebige von a^ verschiedene der Grössen ß^, «j, ...,ö^ ist, so folgt, dass die 
Behauptung des Herrn Pochhammer, y^ sei in der Umgebung von a^ eindeutig, 
wenn h von v verschieden ist, allgemein nicht richtig ist. 

Ich will letzteres noch durch ein Beispiel erläutern. Nimmt man, wie 
in No. 3, n = %, h^ = 1y, b^ = \{-, l = 2t, so ist 



(3.) y= / u'(:u-ir{n-xf-äu 



|V,.- 



[261 



ein Integral der Differentialgleichung (1.) in No. 3. 

1) 8. S4;tr. dieBee Bandes. Seh. 
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Befindet sich x in der Umgebung von 1 , so kann man den Integrationa- 
weg in y so wählen, dass beständig 

mod(t( — 1) > mod(Ä; — 1), inod(i( — 1) < 1. 



Es sei daher 



x~l\ 



Es ist dann 

wo 

B,ix) ^ r^s,+ i:^^,'.^{ic-l) + r,^+,%{x-iy + .-. in Inf. 

und T(u,x) nur positive ganze Potenzen von u — l und »—1 enthält, also 

(4.) H = -B,W(»-l)'log(l-,,) + SW, 

wo S(a;) nur positive ganze Potenzen von x-~-l enthält. Dieses Integral ge- 
hört zur Wurzel Null der dem Punkte x = 1 angehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (I.) No. 3. 



Schliesslich ist noch anzuführen, dass von einem allerdings ganz ver- 
schiedenen Gesichtspunkte aus bereits Herr Tissot im 17. Bande (Jahrgang 
1852) des LiouviLLESchen Journals in der Abhandlung »sur un determinant etc.« 
zu einer Differentialgleichung geführt wurde, welche im Wesentlichen von der 
Differentialgleichung (A.) des Herrn Pochhammer nicht verschieden ist. Auch 
hat Herr Tissot dieselbe durch bestimmte Integrale integrirt, welche wesentlich 
mit denen im II*™ Abschnitt der Abb. des Herrn Pochhammer übereinstimmen. 

Bezeichnen wir in der Tbat die Integrationsvariable in den Integi'alen A^ 
des Herrn Tissot mit u statt mit x und setzen x für a, A — 1 für n — m, b^ — l 
für — m^, h^ — i für — m^, b^ — ] für — m^, ..., k^—i für — «*„) endlich e~"'f{u) für 
^{u), so ist 

Ai =^ j (u — aj' [u — aj^ ...{u — aj" (u — x) au, 

262] mit den Integralen des Herrn Pochhammer im Abschnitt II. seiner Abb. 
übereinstimmend. 
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Die Function ü)(ti) bei Herrn Tissot wird jetzt 

F{u) und f{u) in der Bedeutung des HeiTn TissoT genommen. Nun ist 
. F{») = (-l)-{«-:t).p(») und 
'^' ' ä(«) = (-l)"(»-i),(»)] 



II — X M — Oj W — ßj 

wenn bei diesen letzteren Formeln 

9(M) = iu-a,)(u-a,)...iu-aj 

bedeutet. Es ist demnach 

(2.) m («) = (- 1)" [(« -x + r)<?iu) + {u~x) ^'{m) - {n -x)^'^ (u)] 

wo 

Man hat also 

Setzt man also in die Differentialgleichung (7.) No. 7 der Abh. des 
Herrn Tissot 

n + l-h = l 

und multiplicirt mit "~:' , so wird dieselbe 

(*■) i;,c-i)"^'"[(i-i-i).^,«?'"-"w+(*-i-i).-.f-''wi|j = 0. 



. ist, dass das Symbol »!,. für ein negatives k verschwindet. 
Die Differentialgleichung (4.) ist genau die Ableitung der Differential- 
gleichung (A.). 

Greifswald, den 5. Juni 1870. 
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XII. 

ÜBER DIE FORM DER ARGUMENTE DER THETAFÜNCTIONEN 

UND ÜBER DIE BESTIMMUNG VON ö(0,0,...,0) ALS FUNCTION 

DER KLASSENMODULN. 

(Journal füc die reine und angewandte Mathematik, Bd. 73, 1871, S. 305—323.) 



Wenn man die Argumente der Thetafunctionen durch gewisse Inte- [30s 
grale erster Gattung nnd die Coefficienten der homogenen Function zweiten 
Grades durch die Periodicitätsmoduln derselben ersetzt , so hat Riemann in 
seiner Theorie der ABELschen Functionen (dieses Journ. B. 54'}, § 22) nach- 
gewiesen, dass die dadurch gebildete Function des Ortes in der Fläche T, 
wenn sie nicht identisch für jeden Punkt verschwindet, für p Punkte unend- 
lich klein erster Ordnung wird, und dass man die Argumente als Functionen 
der Nullpunkte so darstellen kann, dass die Substitution von p willkürlich 
gegebenen Punkten für dieselben bewirkt, dass die Thetafunction in den letz- 
teren verschwindet. Die Ausführung dieser Transformation erfordert die Be- 
rechnung gewisser ebendaselbst angegebener Integralausdi-ücke, welche in dem 
Falle der hypereUip tischen Integrale von Herrn Carl Neumakn in einer Schrift 
über AßELsche Integrale (Halle_1863) angedeutet und spater in seinen »Vor- 
lesungen über die RiEMANNsche Theorie etc.K pag. 458 — 484 ausführlich ent- 
wickelt worden ist. Da jedoch in dem allgemeinen Falle die Berechnung 
jener Integralausdrücke mit grossen Schwierigkeiten verbunden ist, so hat 
schon Riemann ein Mittel dieselbe zu umgehen angedeutet. Als ein solches 

1] Biaminna Worin (1892), S, 88-1*2. Seh. 
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Mittel erscheint der Satz im § 23 seiner Theorie, dessen Anwendung jedoch 
noch auf erhehliche Schwierigkeiten führt. In dem Falle der hyperelliptischen 
Integi'ale hat auf einem anderen Wege Herr Prtm (Zur Theorie der Functionen 
in einer zweiblättrigen Fläche, Zürich 1866, § 12 und 13) unter Anwendung 
einiger ihm von Eiemann mitgetheilten Sätze über Charakteristiken die oben 
postulirte Form der Argumente der Thetafunctionen mit Umgehung der In- 
tegralausdrücke entwickelt. 

In dem Werke über AsEische Functionen haben die Herren Clebsch 
und Gordan (das. § 56) die Herstellung der gewünschten Form der Theta- 
argumente im AVesentiichen auf die Auflösung gewisser algebraischer Glei- 
306] chungen und die Absonderung eines gewissen Systems bevorzugter Wurzeln 
derselben zurückgefiihrt. Dieselbe Form hat nach ihnen Herr H. Weber 
(d. J. B. 70, pag. 314 sqq.) mit Hülfe KiEMANNscher Principien verificirt. — 
Obgleich die Absonderung der bevorzugten Wtirzeln unter gegebener Quer- 
schnittszerlegung der Fläche T mit erheblichen Schwierigkeiten verknüpft ist, 
so ist die von den Herren Clebsch und Gordan angenommene Form der 
Argumente von weitreichendem Vortheil. Wir wollen dieses hier an dem 
Beispiel der Bestimmung von 9-(0, 0, . . ., 0) als Function der Klassenmoduln 
zeigen, indem wir nachweisen, dass das von Herrn Thomae (d. J. B. 66, pag. 95) 
gefundene itesultat unter Zugrundelegung der CLEBSCH-GoßDANSchen Form sich 
wesentlich vereinfacht. — Ehe wir jedoch auf diese Materie eingehen, wollen 
wir zuerst zeigen, wie man durch Weiterentwickelung des schon oben er- 
wähnten von Eiemann § 23 seiner Theorie gegebenen Satzes auf natürlichem 
Wege zu der Form der Herren Clebsch und Gordan gelangen kann, und 
atisserdem über die Absonderung der bevorzugten Wurzeln einige Bemerkungen 
hinzufügen. — Wir werden die Abhandlung von Eiemann über ABELSche 
Functionen (d. J. B. 54) kurz als R. A. F. und das Werk der Herren Clebsch 
und Gordan kurz als Cl. G. A. F. citiren. 



Es sei im Anschluss an die EiEMAKKsche Bezeichnungsweise die den 
AsELschen Functionen zu Grrunde liegende algebraische Gleichung 



Fis,0) = O (R.A.F, §5) 
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und 

(1-) ". = f ''•',';• ' ■i^. (.=M ») 



■/ 



wo (1 einen festen nnd g einen bewegliclaen Punkt der Fläche T bedeutet, ein 
System linear unabhängiger Integi-ale erster Gattung, ivie es (E. A. ¥. § 18) 
definirt ist. Wir setzen 

(2.) 2(„ = e„+w„, (a= i,2,...,ß) 

wo die c^ Constanten bedeuten, welche durch die Gleichungen 

(3.) (p-l)c^+K = (a-l,2,...,j)) 

bestimmt sind, wenn K^ den ebenso bezeichneten Au'^druck bei E.iemann (über 
das Verschwinden der Thetaf. d. J. B. 65^) § l) bedeutet, jedoch mit der Ab- 
änderung, dass daselbst u durch w zu ersetzen ist. 

Es ist alsdann für beliebige p~\ Punkte |,, §,, ..., 1^,^^ [307 



^(?(S.H„(|,))) = 0, 



wo «„(li) den Werth bedeutet, welchen u^ annimmt, wenn g in |j, hineinriickt 
(g. EiEMANN ü, d. V. d. Thetaf. § 1 und 2). Hieraus folgt, dass 



(4.) 3(ä[u.it)-i:.".&))) 



verschwindet, wenn ^ in einen der Punkte i,, 1^, ..., I hineinfällt, welches 
übrigens auch diese Punkte sein mögen. 

Sind Ij, ^j, ,.., ^, Punkte; welche mit p — 2 anderen Punkten durch eine 
Gleichung rp = verknüpft sind (B.. A. F. § 16), so verschwindet die Function 
(4.) identisch in jedem Punkte |, und umgekehrt, wenn letzteres stattfindet, 
Bo sind Ij, 5g, ..., i mit p — 2 anderen Punkten durch eine Gleichung if ;= 
verknüpft. Beides ergiebt sich aus Riemann (A. F. § 24). 

2. 
Sind e , e , .,,, s^ _^ beliebige durch eine Gleichung ^p = verknüpfte 
Punkte, so ist bei der über c^ (Gl. (3.) vor. No.) getroffenen Bestimmung 

i> KleinaoLS Watte, B. 2IS-aä4. Seh. 

41* 
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nach (E. A. F. § 23) 

(1.) 'S«.{«.) = », (« = I,2,....y) 

oder wenn wir die Integrationswege in der Fläche T angemessen verlaufen 
lassen, mit Rücksicht auf Gleichung (2.) vor. No.: 

(la.) 2(i)-l)c,+ 26 ("äiD^ = 0. (a = l,2,...,:p) 

Um {^— 1)*^(,5 welches in den Argumenten der Thctafunction auftritt, zu be- 
rechnen, ist es zweckmässig diese Gleichung so umzuformen, daas die Division 
durch 2 ausgeführt werden könne. Zu dem Ende werde ein beliebiges System 
correspondirender Periodicitätsmoduln 

-/„Tti + A,ß„j + A,ff„, + --- + ^pö;„p = F^{:^,X) (0 = 1,2,.,.,^) 

gesetzt, und es werden p Punkte k,, a^, ...,«,, derart bestimmt, dass: 



5P-2 /"Sd n /•Cc 

(2.) 2e / <^M'„+P,(>i,A) = 2% / äw^. 



;V) 



Dass diese Gleichung lösbar ist, ergiebt sich nach Division durch 2 ans dem 
308] Satze über die Umkehrung der AsELSchen Integrale. Ist a^, a^, . . ., « eine 
Lösung, so folgt aus Gleichung (2.) nach dem Satze über die Umkehrung des 
AsELSchen Theorems (s. CL G. A. F. § 62; vergl. auch Webee, ob. cit. Abh. 
§ I), dass eine rationale Function C von {s^s) existiren muss, welche für die 
Punkte e von der ersten Ordnung, für ft von der zweiten Ordnung unendlich 
gross, für die Punkte a von der zweiten Ordnung unendlich klein wird, 
in allen übrigen Punkten aber weder Null noch unendlich ist. Ist daher 
«s + ft^ + c eine lineare Function von (ä,.?), die für fi unendlich klein zweiter 
Ordnung wird, und cp("s,™s ) diejenige ganze rationale Function, durchweiche 
die Punkte e mit einander verknüpft sind (R. A. F. § 16), so wird 
C.cp.(as + &a + c) = ip 

für keinen im Endlichen befindlichen Punkt von T unendlich gross, ist dem- 
nach eine ganze rationale Function von (s, z\ welche für die Punkte a un- 
endlich klein zweiter Ordnung, für die wi + w — 2 (E. A. F. § 8) Punkte, in 
denen as-^hs-¥c ausser in ^ verschwindet, und für jedes sich aufhebende Paar 
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von Verzw ei gungap unkten unendlich klein erster Ordnung, also im Ganzen in 
2p + 2r + m + n — 2 = m{n — i) + n{m-'l) Punkten unendlich klein erster Ord- 
nung wird. Hieraus folgt, dass der Grad von »jj in Bezug auf s und s reap. 
der »i — 1*" und m — l** ist, wie leicht aus (R. A. F. § 8) folgt. 

Nach Analogie der EiEMAKNechen Bezeichnung für Punkte, die durch 
eine Gleichung cp = verknüpft sind, wollen wir p Punkte k^, u^, ..., a^ mit 
fi durch eine Gleichung ({j = verknüpft nennen, wenn eine ganze 
rationale Function '{'„("s", V) gefunden werden kann, die in a,, k^, ..., «^ un- 
endlich klein zweiter Ordnung wird und überdiess in den sich aufhebenden 
Yerzwejgungspunkten und in denjenigen m + n — 'i Punkten von der ersten Ord- 
nting verschwindet, worin eine für [i unendlich klein zweiter Ordnung werdende 
ganze rationale Function ersten Grades von (s, s) noch ausserdem Null wird. 
Alsdann haben wir den Satz: Jede Lösung k^, k^, . .,, « der Gleichung 
(2.) ist mit ft durch eine Gleichung t}* = verknüpft. 

Ist umgekehrt r^, k^,.,.,c ein System von Punkten, die mit ft durch 
eine Gleichung 4=0 verknüpft sind, so ist 



eine rationale Function von {s, ^) mit den oben angegebenen Eigenschaften, 
und daher nach dem AsELSchen Theorem: [309 

(3.) Ss / ^'^« = ^'Zcf ^Wfl- (0 = 1,2,.,.,J)) 

Hieraus folgt: 

(*.) I'/"'*'" ^ T"S/'''^«'„ + |P.e-',^), (a = I,2,.,.,j.) 

wo n, l Zahlenwerthe bedeuten, die mod. 2 voUkoramen bestimmt sind. 

Es giebt bekanntlich 2'^ incongi-uente Systeme correspondirender halber 
Periodicitätsmoduln i P^(x, A), welche man dadurch erhält, dass man für 
Xj, Xj, ..., X , Aj, A^, ..., A je eine der Zahlen und 1 setzt. 

Jedem Systeme von Punkten «1, «,,.-., «p, die mit jt- durch eine 
Gleichung ^ = verknüpft sind, entspricht vermöge Gleichung 
(4.) ein bestimmtes System correspondirender halber Periodicitäts- 
moduln, 
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Problem, aas den Gleichungen 



(6.) .. = s./ 



(a-l,2,...,jj) 



^,1 ^2' ■■■! ^j. "^'^ bestimmen, wird für solche Werthe und nur für solche Werthe 
der v^ unbestimmt, denen | entsprechen, die mit /) — 2 anderen Punkten durch 
eine Gleichung 9=0 verknüpft sind (s. Cl. G. A. P, § 52). Die Gleichungen 
(2.) könnten also für ein bestimmtes P„(i(, l) nur dann mehr als ein System 
von Punkten « liefern, wenn ein diesen Gleichungen genügendes System 
«j, ß^, .,,, « mit f — l anderen Punkten durch eine Gleichung 9 = ver- 
knüpft wäre. Es wäre alsdann, wenn ß^, «,, ..., «j, mit ^ durch die Gleichung 
(b = verknüpft, sind, and as + hz+c in f* unendlich klein zweiter Ordnung 
wird, 

{as + hs + c)^^ 

für keinen im Endliehen befindlichen Pankt der Fläche T unendlich gross, 
also eine ganze rationale Function von (s,^), die in jM(n — 2) + n(m — 2) Punkten 
unendlich klein ist, also (R. A. F. § 8) eine Function ^,C^ 1™^ )■ Diese wird 
in den p — 2 Punkten, die mit den « durch die Gleichung 9 == verknüpft 
sind, und in fi unendlich klein zweiter Ordnung, in den sich aufhebenden 
Verzweigungspunkten unendlich klein erster Ordnung. Nun kann aber ji so 
gewählt werden, dass keine Function von der Art 9j( s , z ) für dasselbe 
310] unendlich Idein zweiter Ordnung wird, was sich aas der oben citirten Abh. 
des Herrn Webes {§ 3) ergiebt, wenn nicht besondere Beziehungen zwischen 
den 3jO — 3 Moduln der Klasse algebraischer Functionen, welche der Theorie 
zu Grande gelegt werden, bestehen. 

Man kann also im Allgemeinen ft so wählen, dass keines der Systeme 
K mit p — 2 anderen Punkten durch eine Gleichung 9^0 verknüpft ist, und 
demnach jedem vorgeschriebenen P^(x, A) ein bestimmtes System 
von Punkten a^, k^, ..,,k, die mit ft durch eine Gleichung 4'«^** 
verknüpft sind, entspricht. 
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3. 

Aus den Gleichungen (la.) und (2.) vor. No. folgt: 
(1.) c„{p-i) = ~:P,{^,^)'±,pdw,. (fl = i,2,,..,i» 

Demnach ist 

(2.) ^(S(«„(^)-|,«„{|,))) = äi^\fdw^-±^pdw,^^F,{.,l)^. 

Das Argument auf der rechten Seite dieser Gleichung hat die Form, auf 
welche die Herren Clebsch und Gokdan (A. F. § 56) dasselbe gebracht haben. 
Um die Übereinstimmung deutlicher hervortreten zu lassen, bemerken wir 
Folgendes: Eine Curve 

(3.) ^-(V,V) = 

ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die Doppel- 
punkte (sich aufhebende Verzweigungspunkte) der Curve 

(4.) fCs,'1) = 0, 

durch ^ auf der letzteren willkürlich angenommene Punkte und durch m + n—1 
der Durchschnittspunkte einer Geraden: 

as + hs + c = 
mit der Curve (4.) hindurchgehen soll, wie sich aus der Vergleichung der 
Anzahl der disponiblen Coefficienten der Gl. (3.) mit der Anzahl der Be- 
dingungsgleichungen ergiebt. Es ist daher die Curve (3.) die CuiTe JV— 2**'' 
Ordnung der Herren Clebsch und Gordan, wenn wir, um Verwechselungen 
vorzubeugen, mit N den Grad der von ihnen der Theorie zu Grunde ge- 
legten algebraischen Gleichung bezeichnen. 
Eine Curve 

(6.) ^(T,V) = o 

dagegen ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die 
Doppelpunkte der Curve (4.) und durch p — 1 auf der letzteren willkürlich [311 
angenommene Punkte hindurchgehen soll. Die Curve (5.) stimmt daher mit 
der Curve iV— 3*" Ordnung derselben Herren Verfasser überein. Dass im 
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wirkliclien Gi'ad eine Abweichung vorhanden ist , hat seinen Grund darin, 
dass f{s,s) in der ßiEMANNSchen Bezeichnung eine nicht complete ganze 
rationale Function fi + v^^ Grades bedeutet; ein Grund, welcher auch die Ver- 
schiedenheit der Ausdrücke für p in der Theorie von Kiemann und der Herren 

Clebsch und GoRDAN veranlasst. 



Setzt man in Gleichung (2.) vor. No. 1^, ^^, .-., L resp. gleich «,, a^, 
so wird im Allgemeinen nach No. I und 2 



9(«(/^*».-{?.(«,»))) 



nicht identisch in jedem Punkte |, sondern nur in a^, k^, ..., « verschwinden. 
Soll also letztere Function in fi verschwinden, d. h. 



(1.) 5(a(|p„(-.,A))) = 



sein, so muss eine der Grössen k mit ^ zusammenfallen; und umgekehrt, wenn 
letzteres stattfindet, so wird die Gleichung (l.) erfüllt. In diesem Falle er- 
giebt sich aus No. 2, dass die Function <^ , durch welche die « mit it ver- 
knüpft sind, durch die in ^ unendlich klein werdende Function as + bs-i-c 
theilbar, und der Quotient eine Function tp ist, welche in den von fi ver- 
schiedenen Punkten k unendlich klein zweiter Ordnung wird. .(Vergl. Gl. 
G. A. F. § 75 und Weber, o. c. Abh. § 6.) 

Man nennt bekanntlich ein System |P„(x, X) von correspondirenden halben 
Periodicitätsmoduln ein gerades oder ungerades, je nachdem 

(2.) x,^,-fK,A, + ----|--/pAp s oder 1, mod. 2. 

Nun ist im Allgemeinen ^fa(iPJx, A))j Null oder von Null verschieden, je 
nachdem jP^(y.,X} ein ungerades oder ein gerades System halber Periodicitäts- 
moduln ist. (Vergl. Cl. G. A. F. § 75 und Weber § 7.) 

Aus beiden Sätzen ergiebt sich, wenn wir ein System ß^, «,,...,« , das 
mit f^ dui-ch eine Gleichung 4*^ = verknüpft ist, nach der Analogie der 
Clebsch - GoßDANschen Bezeichnung ein eigentliches oder ein uneigent- 
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liches System (k) nennen, je nachdem keine der Grössen k^, a^, ■■■, k^ oder 
eine mit (t coincidii't, der Satz; 

Dureh die Gleichung (2.) No. 2 sind die geraden Systeme [312 
halber Periodicitätsmoduln den eigentlichen Systemen (k), die 
ungeraden Systeme den uneigentlichen zugeordnet. 

Da es nun bekanntlich 2^"'(2^-l) Systeme ungerader und 2''"'(2''+l) Sy- 
steme gerader halber Periodicitätsmoduln giebt, so ist auch die Anzahl der 
uneigentlichen Systeme («) gleich 2''"'(2'' — i) und die Anzahl der eigentlichen 
2''"'(2'' + l) (vergl. Cl. G. A. F. § 75 und Weber § 7). 



Die sämmtlichen Systeme (k), welche für alle möglichen Werthe von 
P^(y.,l) durch Gleichung (2.) No. 2 auf ti-anscendentem Wege geboten werden, 
genügen einem Systeme algebraischer Gleichungen, welches folgendermassen 
aus der Definition der Functionen i sich ergiebt. 

Bestimmt man die Coefficienten der Function ^{ s , ä) derart, dass die- 
selbe in den sich aufhebenden Vei-zweigxmgspunkten und in den m + M — 2 
Punkten, worin die in ji unendlich klein zweiter Ordnung werdende Function 
as-\-hz-\-c noch ausserdem verschwindet, gleich Null wird, so erhält 6 die Form: 

worin die C willkürliche Constanten, die <|; bestimmte ganze rationale Functionen 
von (ä,:?) sind. Setzt man in die beiden Gleichungen 

(2.) 

für (5,2) successive {&,,a,), (ö^, «,),-.■, (6^, ßp), so erhält man 2|j Gieichimgen, 
und aus diesen, durch Elimination der Grössen C, jo Gleichungen, welche in 
Verbindung mit den p Gleichungen : 

(3.) F{bi,a>) = (t = i,2,...,p) 

zur Bestimmung der Punktsysteme (6,., a^) oder (a) dienen. Wü' wissen aus 
No. 2, dass wir als Lösungen dieses Systems von Gleichungen die den ver- 
schiedenen yP^{;^,1) entsprechenden Punktsysteme («) erhalten müssen. Aber 
wie ordnen sich die auf dem eben angegebenen algebraischen Wege er- 

FnchB, mitboin. Werke. I. 42 
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mittelten einzelnen Systeme («) den verschiedenen Systemen halber Periodicitäts- 
moduln zu? 

Diese "Frage hat nur dann einen bestimmten Sinn, wenn die Art der ^er- 
313] schneidung der Fläche T, welche vorgenommen wird, um diese Fläche in eine 
einfach zusammenhangende zu verwandeln, (E.. A. F. §§ 3 u. 19) fixirt ist. Aus 
den Untersuchungen der Herren Clebsch und Gordan (A. F. § 89) geht näm- 
lich hervor, dass man die Querschnitte so wählen kann, dass ein beliebiges 
eigentliches System (k) von Lösungen der oben erwähnten algebraischen 
Gleichungen dem Systeme |P|j(0, 0) vermittelst der Gleichung (2.) No. 2 zu- 
geordnet ist. Man kann daher, wie sich aus Cl. G. A. F. § 93 ergiebt, statt 
die Querschnitte von vorn herein festzulegen, ein beliebiges eigentliches System 
(«) dem Systeme ^P^(0, 0) vermittelst Gleichung (2.) No. 2 zuordnen, worauf 
sich die Grösse der Periodicitätsmoduln «^ bestimmen iässt. 

Ist jedoch die Art der Zerschneidung der Fläche T fixirt, so sind hier- 
mit die Periodicitätsmoduln gegeben, und es ist jedes System («) durch 
Gleichung (2.) in No. 2 einem bestimmten Systeme con-espondirender halher 
Periodicitätsmoduln zugeordnet. Für diesen Fall wollen wir in der folgenden 
Nummer einige Bemerkungen, welche auf die oben aufgeworfene Frage Bezug 
haben, anschliessen. 

6. 
Ist («') ein festes System, (k) aber ein beliebiges System, \P^(y.\}^) und 
-iPjTf.,i) die denselben resp. zugeordneten Systeme correspondirender halber 
Periodicitätsmoduln, so ist nach Gleichung (2.) oder (4.) No. 2 



p /•"( 1 3i>-s r% 1 

(1.) s. / *». = y s. / ''". + i-p.e-'. »'), 

(2.) %f''i«, = |"£ /"*'.+ |p.(», »)• 



In diesen Gleichungen erstrecken sich die Integrale rechter Hand über 
die in der Gleichung (la.) No. 2 vorgeschi-iehenen Wege, die Integrale linker 
Hand über diejenigen, welche die ümkehrung der AsELschen Integrale er- 
fordert. Wenn wir das durch die Difi'erenz \P^[;A^X) — \P^{yi\}!) entstehende 
System correspondirender halher Periodicitätsmoduln mit {Q^{y.,i) bezeichnen, 
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SO ergiebt die Siibtraction der Gleichungen (l.) und (2.) 

(3.) leaC^,^) = t.f'äw^. (a = ],2,...,p) 

(vergl. Cl. G. A. F. § 56 und Weber, 1. c. § 6), wo die Integrationswege [314 
rechter Hand ebenfalls bestimmt sind, wenn x, X bestimmte Zahlen bedeuten, 
aber willkürlich gewählt werden dürfen, wenn diese Zahlen nur bis auf Viel- 
fache von 2 als gegeben betrachtet werden. Unter der letzteren Voraussetzung 
denken wir uns, um eine bestimmte Vorstellung zu haben, die sämmthchen 
Integrationswege rechter Hand in Gleichung (3.) in der einfach zusammen- 
hangenden Fläche 2" verlaufend. Alsdann können diese Gleichungen dazu 
dienen, die numerischen Werthe der ganzen Zahlen -/, A in |Q^()t, A) zu be- 
stimmen, sobald die Periodicitätsmoduln a^ und die IntegTale rechter Hand 
berechnet sind. 

Wählt man für {«) nach und nach alle eigentlichen und uneigentiichen 
Systeme, so erhält man durch die Gleichung (3.) successive 2^^ incongi'uente 
Systeme halber Periodicitätsmoduln -\QJj.,X), und die Systeme (a) sind auf 
diese Weise einem unter ihnen (0;') als Basis zugeordnet worden. 

Denken wii- uns nunmehr für die Basis («') successive alle Systeme (k) 
gewählt, und jedesmal die Zuordnung aller übrigen Systeme durch Gleichung 
(3.) ausgeführt, so sind wir im Stande das System («"), welches vermittelst 
der Gleichung (2.) No. 2 dem Systeme | P^(0, 0) zugehört, von allen übrigen 
Systemen («) auszusondern. 

In der That ergiebt für das letztere System als Basis, wenn also («") an 
die Stelle von («') gesetzt wird, wie aus No. 4 folgt, die Gleichung (3.) ein 
gerades oder ein ungerades System halber Periodicitätsmoduln '^„(it, A), 
je nachdem das System der oberen Grenzen («) ein eigentliches oder ein 
uneigentliches ist. 

Umgekehrt ist das System («") das einzige unter den Systemen 
(a), welches diese Eigenschaft besitzt. 

Da 

so ergiebt sich die Richtigkeit des letzteren Satzes, wenn nachgewiesen ist, 
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dass nnter den Differenzen, welche aus ein iind demselben System yQ„(z', A') 
■und jedem einzelnen der geraden Systeme halber Periodicitätsmoduln gebildet 
werden, mindestens eine ist, welche ein ungerades System halber Periodi- 
citätsmoduln darstellt. 

Es sei daher iQ„{x,A) irgend ein gerades System, so ist die Bifferenz 

315] ein gerades oder ungerades System, je nachdem 

(4.) '^b(y->,-<)(h-K) ^ oder 1, mod. 2 (s. No. 4 &I. (2,)). 

Nun ist 

Stv-^Ai, = 0, mod. 2, 

und wenn wir mit S die Null oder Eins bezeichnen, je nachdem IQ (}^',^') 
ein gerades oder ungerades System ist, 

Ss'-'-Ufi = ^', mod. 2. 

Es ist demnach {QJ-a — x\ X — i!) dann und nur dann ein gerades System, wenn 

(5.) 2^ (-/^ a; -f -4 Aft) = d, mod. 2. 

Es ist nun nicht möglich, dass für alle geraden Systeme |Q^{x,A) diese Con- 
gruenz erfüllt werde. Denn der Voraussetzung nach sind in dem Zahlensysteme : 

u;, i'„ ..., a;J 

nicht alle gleichstelligen •/ und / gleichzeitig congruent Null. Ist ausserdem 
iQ^(y.\X') ungerade, so muss wenigstens ein Paar gleichstelliger z', A' dieses 
Zahlensystems congruent Eins sein. 
Es sei nun 

1) yQ^(x',A') gerade, also S = (), und Xj = 1 oder Aj ^ 1. 

Wählen wir in dem einen oder anderen Falle ein gerades System ^Q^i}^,^), 
in welchem alle y. und X congi-uent Null sind, ausser A^ oder x^, die resp. con- 
gruent Eins, so wird die CongTuenz (5.) nicht erfüllt, da die linke Seite con- 
gi'uent Eins. 

2) iQj,{x', A') ungerade, also d = 1,, und x^' = 1, X[ ^ 1, so muss man zwei 
Fälle unterscheiden: a) Sind alle übrigen x', A' congruent Null, so wähle man 
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ein gerades System i Q^(x, A), worin z, ^ 1, ^i = i-', ^^ = Ij ^™ = 1; ^Ue übiigen 
X, A congi-iient Null; so wird die Congruenz (5.) nicht erfüllt, da die linke Seite 
congruent Null ist. b) Sind noch andere der Grössen x', A' congruent Eins, 
z. B. x' = l oder A' = 1, so wähle man das gerade System IQ„(>t,A) so, dass 
X = 1, A ^ 0; X = 0, A^, = 1 oder x^^ = 1, A^^ = 0, alle übrigen x, A congruent 
Null; so ist wieder die Congruenz (5.) nicht erfüllt, da die linke Seite con- 
gruent Null ist. 

Wegen dieser bewiesenen Eigenschaft des Systems (a") wollen wir [31S 
dasselbe das zu (i gehörige Hauptsystem nennen. 



Wir gehen dazu über, die in No. 3 Gleichung (2.) angenommene Dar- 
stellung der Argumente der Thetafunction auf die Bestimmung von ö(0,0,...,0) 
anzuwenden. Herr Thojiae hat {d. J. B. 66, pag. 95) für ii^log &{0, 0, ..., 0) 
als Function der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, die als von 
einander unabhängig vorausgesetzt werden, einen eleganten Ausdruck gegeben 
und denselben für die hyperelliptischen Functionen (d. J. B. 71, pag. 201) 
vollständig berechnet. Die weitere Behandlung desselben Ausdruckes füi- den 
allgemeinen Fall ist jedoch durch beträchtliche Schwierigkeiten gehemmt 
{s. die Abb. des Herrn Thomae B. 66). Der von Herrn Thomae gegebene 
Ausdi'uck nimmt aber eine wesentlich einfachere Gestalt an, wenn man von 
der erwähnten Form der Argumente der Thetafunction ausgeht. 

Es sei W , W^, ...,W ein System unabhängiger Integrale erster Gattung, 



(1-) 






wo die Functionen /"„ ganz und rational sind und für die sich aufhebenden 
Verzweigungspunkte verschwinden, während die noch übrigen p willkürlichen 
Constanten jeder derselben (ß. A. F. § 9) einer späteren Disposition vor- 
behalten bleiben. Setzt man die Determinante 

A'^' Ä'-> ... 4" 

Af> Äf . . . A';> 

A[p' AT ... 4^' 
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WO ^ dea Periodicitatsraodul von W^ am Querschnitte a^ bedeutet (R. A. F. 
§ 20), so ist bekanntlich. 



(2.) 



fl^t 



(a = l,2,. 



ein System unabhängiger Integrale erster Gattung von der Beschaffenheit, dass 
der Periodicitätsmodul von w^ am Querschnitt a^ gleich ttj, an allen übrigen 
Querschnitten a gleich Null, am Querschnitte h^ gleich 0^^^, und zugleich findet 
die Beziehung statt, dass a = a^^ (K. A. F. § 18 — 21). 
317] Es sei ferner 

WO c^ dieselbe Bedeutung habe wie in pvo. 1, und k irgend einer der sich nicht 
aufhebenden Verzweigungspunkte, und a der demselben zugehörige Werth von 
.¥, so mögen aus den Gleichungen 



(*■) 



».(=;'')-S.».(».,^.) = 



(• = 1,2,.. 



.P) 



die p Grössenpaaie (*,, ^,), {s^^s^), ..., (ä^,,j) bestimmt werden. Bezeiclinot 
man "°*^'^^^ kurz mit -^, und setzt: 



du, 


du. 


iu. 


fll. 


"E7 ■ 


de. 


äu. 


iu. 


du. 


Ä«, 


dl, ■ 


i. 



SO findet Herr Thomae 1. c. ein Resultat, welches im Wesentlichen auf das 
Folgende hinauskommt; 



(5.) 



aiog!>(0,0,...,Q) 



dk 



wo wir durch den an das Differentiationszeichen rechts oben angefügten Iudex 
angedeutet haben, dass bei der Differentiation nach Ä: die in A ent- 
haltenen Grössen (äu,^J als von k unabhängig behandelt werden 
sollen. 
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Dieses Kesultat wollen wir einer Transformation unterwerfen. Zunächst 
ergiebt sich, leicht aus einem bekannten Determinantensatz, wenn man 

und die Determinante 



setzt, 

(6.) 
also 

('■) 





d^. 


dl 


dW, 


in. 


dW, 
■ dl. 


dW, 


äW, 
dl. 


dW, 
dl, 


dV/, 


dW, 


dW, 






ö'IogA ö'logD ölogV 

5i ^ m Wi 



[318 



Es ist nun das erste Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
vor. No., welches wir weiter uniformen wollen. Lassen wir zu dem Ende 
den Punkt li in No. 1 — 6 in den Verzweigungspunkt k hineinrücken, und ver- 
stehen unter (a°) das dem k zugehörige Hauptsystem, so wie unter g^ den Punkt 
(^^,^^), unter i den Punkt {s^s), so folgt aus Gleichung (ia.) und (2.) No. 2 

(1.) ».(»,.>)-i.«.(s.,«.) = f 'K-tt f '*•■ 

Die Gleichung (4.) vor. No. wird daher 



(a-l,2,...,r) 



S./ <!«.' 



(0 = 1, 2,...,!) 



(2-) 
welche sofort ergiebt: 

(3.) i. 

Die lineai-e l'unction as + bs+c in No. 2, welche in fi unendlich klein zweiter 
Ordnung wird, ist hier, mit Rücksicht auf R. A. F. § 6, gleich s — k. Die- 



i. = < 



i, ■■ 



Hosted by Google 



336 zun THEORIE DER ÄBEL8CHEN FUNCTIONEN. 

selbe verschwindet in noch m — 2 anderen Punkten. Daraus folgt, auf dieselbe 
Weise wie in No, 2, dass die Function 'Jjj., durch welche die Grössen {«") 
mit h verknüpft sind, in Bezug auf s vom n — 2**", in Bezug auf s vom 
m — 1*°" Grade ist. 

Es sind nunmehr 






05 

endliche Grössen. Weil ausserdem («") ein eigentliches System ist, so ist, 
wenigstens so lange als nicht besondere Beziehungen zwischen den sich auf- 
hebenden Verzweigungspunkten bestehen, wie im allgemeinen 1' alle ji, so hier 
h von a'^\ Kj"', ..., «*" verschieden, demnach ist die Grösse 33 nicht Null. Setzen 
319] wir also 

(4.) 4 = c., 

so ist Cj eine endliche Constnnte, und die Differenz 



'J (-*)f 



"ffl — '^- I ', — TöF" 



deren Minuendus und Suhtrahendus nur für (*', ^) = (0,?^) und zwar beide wie 
_5t f^ — Zc)^'^ unendlich werden, ist ein in der ganzen Fläche T endliches 
Integral. Es ist demnach 

wo die Grössen l Constanten bedeuten (E.. A. F. § 4). 

Differentiiren wir diese Gleichung nach s, so erhalten wir 

('-'■'^ 
Setzen wir liierin anccessive für (s, s) die Punkte ß™, k™', . . ., a'", so erlialten wir 

('•' WlEf = ?■'•■ 15f' *" "=''''■•■•■*! 

daher ist, wenn wir zur Abkürzung 
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- = S, 



Folglich ist 
_(8.) 



dW, , dW, , 
*. d,, ■ 




J„« JO„ , 


2'p*' 


du, äs. 


eis. 


dW, dW. 
is, ■ d., ■■ ■ 


dW, 
d^i, 


ö'IogB _ , 


S,A,,. 



^ -DS(4- 



[320 



Die Gröaaen k lassen sich aus Gleichung (6.) vor. No. auf algebraischem 
Wege bestimmen. Die Eechnung wird sehr einfach, wenn wir über die in 
jedem f„{s,s) in No. 7 willkürlich gebliebenen p Constanten folgendermassen 
disponiren. Es seien f>^, &,, ■■■,b^ willkürlich gewählte Punkte der Fläche T, 
die sowohl untereinander als auch von den Verzweigungspunkten vollkommen 
unabhängig sind. Es werden nun die p Constanten in f\{s,s) so bestimmt, 
dass diese Function für alle h ausser h^ verschwindet, in h^ aber den Werth 
von -^ in demselben Punkte annimmt. Dieses ist immer zulässig, wenn nicht 
die Punkte h Beziehungen zu einander haben. 

Die Gleichung (6.) vor. jSTo. ergiebt alsdann: 

(1.) rAAMIl -n r Us,^) -■ 



In der Umgebung 



p. 


dF 
ds 


k 


■[(«-/. 


dF 

IF- 


des Punktes 


b^ in 


der Fläche 


/.(s," 




e + C, 


«-»,) + 


(^ 


aF 





(e = 1 oder 0, je nachdem a = i oder a ^ ^), 
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WO Cj, Cg, ... Ton s unabhängige Grössen sind, und mit h^ auch der Werth 
von B im Punkte h^ bezeichnet ist. Aus Gleichung (2.) folgt, dass das erste 
Glied auf der linken Seite der Gleichung (1.) verschwindet, dass also 



(3.) »., = 

Aus den Gleichungen (5.) und (7.) No. 7, Gleichung (8.) No. 8 folgt daher: 



(t) 



eIog!)(0,Q,..., 0) __ 1^ e log V 



ÖÄ 2 ö/e 



■ ' öS J»j 
rleichu: 

l.(''-*)-fl;rJfc 



In dieser Gleichung ist das erste Glied auf der rechten Seite ein vollständiger 
Differentialquotient einer transcendenten Function, das zweite eine woMbestimmte 
algebraische Function. 

3^.] 1 0. 

In dem besonderen Falle der hyperelliptischen Integrale sei die der 
Theorie zu Grunde gelegte algebraische Gleichung 

(1.) s^-i?(0)^O, 

wo 

JiW = («-*■) («-*■). ■.(«-''„«). 

und die Grössen ft von einander unabhängig vorausgesetzt werden. In diesem 
Falle sind keine sich aufhebenden Verzweigungspunkte vorhanden. Ist daher 

SO kann man setzen: 

Da sich aufhebende Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so kann man fiir 
9(5, Ä ) eine ganze rationale Function ^ — i*'" Grades von e wählen. Eine 
solche Function wird in einem Verzweignngspunkte , wo sie verschwindet, 
unendlich klein zweiter Ordnung. Daher können die Grössen e in No. 2 zu 
je zweien einander gleich und gleich einer der Grössen \^\^, ■■■■,\ ^^ ge- 
nommen werden. 
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Ist k eine dieser Grössen und fällt (t in A hinein, so ergiebt die Gleichung 
(2.) No. 2 für das System der oberen Grenzen («) p Verzweigungspunkte, da 
im gegenwärtigen Falle jede zwischen zwei Verzweigungapunkten verlaufende 
Integration eines der Systeme con-espondirender halber Periodicitätsmoduln 
liefert. Man kann also, wenn k',h", ..., k"'^ die p Verzweigungspnnkte sind, 
welche die Gleichung (2.) No. 2 für ein bestimmtes P^(x, A) ergiebt, das zu- 
gehörige ^^{s,s) setzen 

Sind insbesondere h^, k^, ..., k diejenigen Verzweigungspunkte, welche die 
Gleichung (2.) No. 2 für P^(0, 0) liefert, also das System (a), so sind diese 
Verzweigungspunkte von k verschieden, da in ihnen ^|a( / ^tfM verschwindet, 

während diese Function für | = /c in die im Allgemeinen nicht verschwindende 
Girösse 8(0, 0, ...,0) übergeht. Die zu («") gehörige Function ij,(«, ^) ist 

(3.) ^,(,.,^) = H^) = {^-h,)(,~K)...(,-jc^,). 

Es ist alsdann [322 

a^ r - V^M fUc) 

Also geht das zweite Glied der rechten Seite der Gl. (4.) vor. No. über in: 

l-f -^ih) ?W 

Setzt man 

^ ■' f(t.)?'(*.) (K-i>J ^ ■■■' 

so ist nach Gleichung (4.) vor. No. 

, , elogi>(o,o,..., o) _ 1 öiogv 1 i <nog(,t-i ,) , i ^ ^ , <iiog(^--^ .) 

'■ ■> m " ~ 2 ~öF~+ 4 -f« m +4 i"i-'» m 

13. 
Zieht man es vor, bei den hyperelliptischen Integralen die gewöhnliche 
Form 



lls \/Ji(») 



43» 
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festzuhalten, so wird 



(^■) «. /«/o- 




Die Gleichung (6.) in No. 8 wird gegenwärtig; 




(3.) ,„4 S.»«« • 




Setzt man 




so folgt aus Gleichung (3.) 




ai 1 - °' [''■■"'xWl 

<*•' '" i.2...(i-ij[ ,i^'- i,; 

also 

4"" 2t(;i)'7'* 1.2,..(0-1) [ Ä«— 4^, 
also 

,., 4, , f(*) 1 ölog^(i) 


2t(i) 


323] also nach Gleichnng (8.) No. 8 




ö'logD 1 ölog<|;(i) 
fflt 2 all 





und folglich nach Gleichung (5.) und (7.) No. 7 



6.) 



glog » (0,0,...,Q) __ J^ flIogV _1 dlog4i(i5:) 
oft ~ 2 oft "^ 4 oft ' 



was mit dem Resultate des Herrn Thomae (ob. cit. Abh. d. J. B. 71, pag. 215) 
übereinstimmt. 

Greifswald im März 1871. 
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ngen gegen das Or 



ANMERKUNG. 



al. 



Es wurde gesetzt; 

S. 323, Zeile V c^ statt c, 

„ 325, „ 10 von der ersten statt in erster, 

„ 337, in der (i+l)tiin Zeüe der Determinante dreimal TFi+, statt Wi, 

„ 340, Zeile 3 v. n. pag. 215 statt pag. 216, 
Es wurde eingefügt; 

8. 326, Zeile 3 das zweite »für*, 

„ 329, „ 13 V. u. .gleich Null wird*, 

„ 332, letzte Zeile 1 



:, Zeile 2 



•congruent«, 



7 >auf der rechten Seite*. 
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xm. 

ÜBEE DIE LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

WELCHEN DIE PERIODICITÄTSMODÜLN DER ABELSCHEN 

INTEGRALE GENÜGEN, UND ÜBER VERSCHIEDENE ARTEN 

VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN FÜR d{0, 0, .. ., 0). 

{Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 73, 1871, S. 324—339.) 



In einer früheren Abhandlung (d. J. B. 7 1 ^}) haben wir die Periodi- [324 
citätsnioduln der hyperelliptischen Integrale als Functionen eines Parameters 
einer näheren Untersuchung unterzogen und namentlich auch die linearen 
Differentialgleichungen aufgestellt, welchen diese Functionen genügen. In 
dem Folgenden wollen wir ebenso für die Periodi citätsmoduln der allgemeinen 
AßELSchen Integrale, als Functionen eines der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der der Theorie zu Grunde gelegten Fläche T, hneare Diffe- 
rentialgleichungen entwickeln , unter der Voraussetzung , dass die eich nicht 
aufhebenden Verzweigungspunkte von einander unabhängig sind. 

In diesem Journale B. 36^) hat Jacobi für das elliptische ö(0) als Function 
von Icgj eine Differentialgleichung dritter Ordnung entwickelt, deren Coefii- 
cienten numerische Grössen sind. Dieselbe steht in enger Beziehung zu der 
bekannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher K und K' 
genügen, und sie lässt eine unmittelbare Anwendung auf die Transformation 
zu. — Wir wollen im Folgenden zeigen, dass ähnliche Relationen sich in 
der Theorie der AsELSchen Functionen zwischen 9(0, 0, . . ., 0) als Function 



Hosledby Google 



344 ÜBER GEWISSE DIFFEREKTIALGLEICHUNGEN IN D. THEORIE D. ABEL9CHEN INTEGRALE. 

der Periodicitätsmoduln und deren pai-tiellen Ableitungen nach denselben er- 
geben, und dass die Herleitung derselben entweder mit HüKe der bei den 
oben angeführten Differentialgleichungen der Periodicitätsmoduln in dieser Ar- 
beit hergestellten Beziehungen, oder auch unabhängig von diesen möglich ist. 

Da jedoch die Periodicitätsmoduln nicht von einander unabhängig sind, 
so scheinen uns für manche andere Zwecke, als die sich unmittelbar auf das 
Problem der Transformation beziehenden, solche Differentialgleichungen den 
Vorzug zu verdienen, welchen d(0, 0, ...,ü) als Function eines der dp — 9 
Klassenmoduln, oder eines der als unabhängig von einander vorausgesetzten 
sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genügen. Wir wählen die letz- 
325] teren als unabhängige Variabein und zeigen, dass d(0, 0, . .., ü) als Function 
derselben gewisse algebraische Differentialgleichungen befriedigt. 

In der Bezeichnung schliessen wir uns überall an die Abhandlung von 
RiBMANK (d. J. B. 54*)) an, welche wir kurz als E., A. F. citiren. 

1. 
Ehe wir in unsere Untersuchung eintreten, ist es nöthig nachzuweisen, 
dass die . sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte der die algebraische 
Gleichung 

(1.) FCs,'h = 

darstellenden Fläche T als von einandei: unabhängig vorausgesetzt werden dürfen. 
Zwischen der Anzahl w dieser Punkte, und der Anzahl 2p von Quer- 
schnitten, welche die Fläche T in eine einfach zusammenhangende verwandeln, 
findet die Beziehung statt: 

(2.) w = 2n + 2{p~l) (R. A. F. § 7). 

Für die mit Gleichung (1.) zu derselben Klasse gehörigen algebraischen Glei- 
chungen ist p unveränderlich (K. A. F, § 1 1). Die Gleichung niedrigsten 
Grades in derselben Klasse hat für ja > 2 die Form 

(3.) F,{1/^) = 0, 

und es ist 

(4.) p = 2v-a, 

wo s = 2 oder 3, je nachdem p gerade oder ungerade. (E. A. F. § i3.) 

1) Ktemanns Werke. (13G3), S. 88 ff. Seh, 
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Es sei Wj die Anzahl der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte 
der Gleichung (3.), so ist nach Gleichung (2.) 

(5.) w^ = 2v + 2(^-1), 

oder 

(6.) w, = 6j'-2(l + e). 

Die Anzahl (v + l)' der Constanten der Gl. (3.) ist also um mehr als eine 
Einheit grösser als w^. 
Nun sei 

(7.) ra^v + C, m =^ V ■'r-i], 

WO C und vj entweder Null oder positive ganze Zahlen sind; es folgt alsdann 
aus Gl. (2.) und (5.) 

(8,) w = W.+ 2:. 

Die Anzahl der Constanten der Gl. (l.) ist [326 

(™ + l)(it + l) = (1^ + 1 + 0(^ + 1 + ^) = (i' + l)'+(i' + l + r,): + (v + l)7j, 
also übertrifft die Anzahl der Constanten der Gl. (1.) die der Gleichung (3.) 
um mehr als 2C, und demnach die Anzahl w der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der Gleichung (1.) um mehr als eine Einheit, so dass im 
Allgemeinen letzteren Punkten willküiiiche , von einander unabhängige Lagen 
gegeben werden können. 

Zu demselben Schlüsse gelangt man auch für p = \ oder 2. Wir werden 
demnach in dieser Arbeit die sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte als 
von einander unabhängig betrachten. 



Eine fernere Bemerkung bezieht sich auf die Darstellung einer rationalen 
Function von (*,-?), die in gegebenen Punkten unendlich gross und in anderen 
gegebenen unendlich klein werden soll. 

Bekanntlich kann man mit Hülfe der Gleichung 

(1.) F{,,7) = Q 

jede rationale Function f{s^£) auf die Form bringen: 

(2.) f(,,,)„ ^.^.^- + ^.-^'-+- + A ^ 
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WO die Grössen L^_^i L^_^, ..., Jj„ und N ganze rationale Functionen von 
s sind. 

Soll dalier f{s,z) in den Punkten (s^,sj, ('''''51^2)1 ■■■! (^m>^,J nnendlicb. 
gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich werden, und setzen wir 

i-v = (ä-^.)(»-^,)...(«-0 

und bezeichnen die n — \ übrigen Punkte der Fläche T, welche mit (s^,0^) 
zu demselben Werthe s^ gehören, mit {s'^,^^), {s"i^a)'> ■■■' (^r~"''^a)' ^^ ^^^ ^^^ 
Zähler so zu bestimmen, dass er in den Punkten 

K,^JAK'^.), •■; (C-'\^.) (a=l,2,...,m) 

von der ersten Ordnung verschwindet. Diese m(n—l) Bedingungen liefern 
ebenso viele lineare Gleichungen für die Coefiicienten der L als Unbekannte. — 
Ist II die Anzahl dieser Coefücienten und 

t>.^m(n-l) = v + 1, 

327] so treten zu jenen Gleichungen noch v andere hinzu, welche aus- 
drücken, dass der Zähler von f{s,£) ausserdem in den v gegebenen Punkten 
(6,, aj, (6^,«^, ..., {&^, aj erster Ordnung verschwinden soll. Die Gesammt- 
heit der ft — 1 Gleichungen liefert die Verhältnisse der Coefiicienten der L 
als rationale Functionen der Grossen 

«>«a). CC'^J- ■■■. K~">^«) ™d (6„«J, iK,a,), ..., iK,a,). 

Da diese Functionen, wie sich aus der Theorie der linearen Gleichungen er- 
giebt, in Bezug auf s^, s^', . . ., ^^"^ symmetrisch sind, und die symmetrischen 
Functionen dieser Grössen sich rational durch die Coefficienten der ver- 
schiedenen Potenzen der Gleichung 

■ (la.) F{s,^„) = 

und durch s^ ausdrücken lassen, so ergiebt sich schliesslich der Satz: 

Die Constanten in der rationalen Function f(s,3), welche 
dadurch bestimmt wird, dass sie in den gegebenen Punkten 
(*i'^i)' (■^2) ^s)' •■ ■' (*■«.' ^m) unendlich gross erster Ordnung, sonst über- 
all endlich, und in den gegebenen Punkten (J^, aj, (6^, «J, ..., (ö^,,«,) 
unendlich klein erster Ordnung wird, lassen sich als rationale 



Hosted by Google 



ÜBER GEWISSE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IX D. THEORIE D. ABELSCHEN IMTEGBALE. 347 

!Fixnctionen dieser beiden Eeilien von Grössenpaaren darstellen, 
deren Coe f f i cienten ihrerseits rational aus den Constanten der 
Gleichung (1.) zusammengesetzt sind. 

Wenn m>^, so ist nach K. A. F. § 5 u. 8 die Bestimmung einer ratio- 
nalen Function gemäss den obigen Bedingungen stets möglich, und es ergiebt 
sich V = m—p, so wie dass der Zähler derselben noch ausserdem in p Punkten 
verschwindet. 



(1-) 



i' 



irgend ein Integral erster Gattung (E. A. F. § 9), und /;: irgend einer der sich 
nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, so ist -vj^ in der Fläche T überall 
ausser in k endlich und hat in der Umgebung von k die Form 

wo G nur positive ganzzahlige Potenzen von (s — k) enthält. 

Es seien nun s^, e^, ..., e p willkürliche, aber feste Punkte der [328 
Fläche T, so lässt sich eine rationale Function 5(j(*, £;) derart bestimmen, dass 
der Nenner derselben in k unendlich klein der Ordnung 2A — 1, in den Punkten 
e unendlich klein erster Ordnung wird, während ihr Zähler für die noch 
übrigen Nullpunkte des Nenners von gleicher Ordnung wie dieser verschwindet. 
Alsdann enthält der Zähler noch 2A willkürliche Constanten (E. A. F. § 8), 
über welche wii" folgendemiassen verfügen. In der Umgebung von k hat 
X,{s,g) die Form: 

wo H nur positive ganzzahlige Potenzen von (s — k) enthält. Wir setzen nun 

(4.) li:=i7=°r:°V,=c.. 

Dieses giebt im Ganzen 2A — I Bedingungen, gerade so viel, als zulässig sind. 
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Es ist alsdann 



in den Punkten e unendlich gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich. — 
Sind daher i^-,t^^ . ..,t Integrale zweiter Gattung von der Beschaffenheit, dass 
t^ in e^ unendlich gross erster Ordnung, sonst überall endlich ist, sind ferner 
ü"^, C/j, ..., C/p ein System linearunabhängiger Integrale erster Gattung, so dass 



J ~ds 



^ ) - 



so ist (R. A. F. § 5) 

(5-) ~Qj.r - 7.!. = K h+^J,+ --- + ö\p t^ + r?.. U, + y,, tf, + ■ ■ ■ + Y^^ ü^ + Const., 
wo die Grössen y und S Constanten bedeuten. 



Die Grössen y, ä in Gl. (5.) vor. No. lassen sich, wenn die Function y^^ 
und die Integrale t^ gebildet sind , auf algebraischem Wege berechnen. — 
Differentiiren wir daher die Gleichung (5.) vor. No. nach g, und bringen die 
rationalen Functionen von (s, s) auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichung 
329] auf die Form der Gl. (2.) No. 2, so ergeben sich, wegen der voraus- 
gesetzten IrreductibiKtät der GL (],) No. 1, n Gleichungen, welche die Grössen 
y, ä lineai' enthalten. Da diese Gleichungen identisch für jeden Werth von 
s bestehen, so resnltiren aus denselben lineare Gleichungen für die Grossen 
y, d, welche für dieselben bestimmte Werthe liefern, da die Existenz der 
Gl. (5.) vor. No. bereits erwiesen. Sind (o^, C,) die dem Punkte s,, zugehörigen 
Werthenpaare {*, s), so wie o der dem k zugehörige Werth von s, so folgt 
aus der Bildungsweise der rationalen Functionen j^ und -j^ (R. A. P. § 8) nach 
dem Satze in No. 2, dass die Coefficienten dieser Functionen sich rational aus 
den Coefficienten von <f{s,s), F{s,s) und ihren Ableitungen nach h und aus 
(a,fc) und den (o,, C^) zusammensetzen lassen. Ferner sind die Coefficienten 
der oben erwähnten lineai-en Gleichungen für die 7, S rational aus den Coeffi- 
cienten von <^{s,s), F{s,z') und deren Ableitungen nach ä:, ferner aus den 
Coefficienten von XiC-^'^); ~d~^ "öT zsammengesetzt. Hieraus folgt, dass die 
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Grössen y, ä sich rational aus den Coefficienten von <f(s,s), F{s^s) und deren 
Ableitungen nach h^ ferner aus den Coefficienten von 9^.(ä,^), und aus {p,k) 
und den (s^, C,) zusammensetzen. 



Es sei li. der Periodicitätsmodul von U an einem bestimmten Querschnitt, 
r^, K^ resp. die Periodicitätsmodiiln von ^^, fT, an demselben Querschnitt, so 
folgt aus GL (5.) No. 3; 

(1.) ^J = d,, T, + ö,, T, + - . ■ + d,, i;, + y,, Z; + y,^K,+ ... + y,^ K^. 

Nehmen wir für K successive 0, 1, 2, ..., 1p und eiiminiren aus den 2^ + 1 
Gleichungen T^, jT^, . . ., T , S^, S"^, . . ,, ^, so erhält man eine Gleichung 
der Form 

(2.) A,^-^ + A„V- + - + ''.^' = »- 

Dieses ist eine lineare Differentialgleichung 2^'™ Ordnung, in welcher h als 
unabhängige "Variable gilt, und welcher die 1p Periodicitätsmoduln von U 
genügen. Die Coefficienten ß sind nach voriger No. rationale Functionen der 
Coefficienten in <y(s,5), F{s,s) und deren Ableitungen nach fc, der Coeffi- 
cienten von %(s, ^) und der Grössen {s, ä:) und (5^, C„). Allein die Perio- 
dicitätsmoduln von U sind über gewisse Querschnitte erstreckte Integrale, [330 
und daher durch die Coefficienten in 9(5, s), F{s, s) vollkommen bestimmt, 
sobald die Querschnitte gegeben sind, und es lassen sich die Verhältnisse 
der Coefficienten ß aus diesen Periodicitätsmoduln imd ihren Ableitungen ohne 
Zuhülfenahme anderer Grössen zusammensetzen (s. meine Abh. B. 66 d. J. ^) 
No. 2). Hieraus folgt, dass die Verhältnisse der Coefficienten ß nur rationale 
Functionen der Coefficienten in tp(s,j), F{s,z) und deren Ableitungen nach 
Je, sind. 

Wenn zwischen den Grössen T^, T^, ..., T , iT^, K^, .,., K besondere 
Beziehungen bestehen, so werden, wenn man für A in Gl. (1.) successive 
0, 1, 2, .,., 5 setzt, wo <j <: 1p, aus diesen q + 1 Gleichungen sich schon jene 
Grössen eiiminiren lassen, und es ergiebt sich alsdann eine Differential- 
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gleicliung niedrigeTer als 2^'"^ Ordnung, welcher die sämmtliclien Periodicltäts- 
moduln von XJ genügen. 

Das in dieser No. entwickelte Theorem ist eine Verallgemeinerung eines 
auf die hyperelliptischen Integrale bezüglichen in meiner Arbeit B. 71 d. J. *) 
No. 8 und 11. 

6. 

Jacobi hat in diesem Journal B. 36^} für das elliptische 0(0) als Tunction 
von log^ = —Tz-Tj- eine Differentialgleichung entwickelt, welche in Bezug auf 
0(0) als abhängige Variable von der dritten Ordnung, in Bezug auf ö(0) und 
seine Ableitungen nach log q vom 14'*" Grade, und mit rein numerischen 
Coeflicienten behaftet ist, 

Passt man dagegen ö(0) als Function des Moduls k auf, so ist die Diffe- 
rentialgleichung, welcher 9(0) genügt, bei weitem einfacher. Aus der Gleichung 

(1.) 9(0) = Sf^- 

und der bekannten Differentialgleichung 

oder 

331] folgt nämlich, wenn wir mit Jacobi 

Ö(0) = y 
setzen, 

_,.!.■.*! 
<a I 



(3.) jt «■■-Jrh*!'' = »• 



Wenn man wiederum aus dieser Gleichung die Differentialgleichung dritter 
Ordnung von Jacobi herleiten will, so folgt zunächst aus GL (2.), welcher 
K. und K! genügen, 

ih\K Uf'K" 



(4-) 
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Daher ergiebt die Gleicliung (3.) 

(6.) 8-^-fiJ^l-Fi-äC_0. 

^ ' rf log 2 Lr « log 2 J 

Bifferentiirt man diese Gleichung unter Anwendung der Gl. (4.) nach. 
logg', und eliminirt Je aus der entstandenen Gleichung und der Gleichung (5.), 
80 erhält man die Differentialgleichung dritter Ordnung von Jacobi. 

Von dieser Differentialgleichung lässt sich, weil sie den Modul h nicht ent- 
hält, unmittelbar auf die Theorie der Transformation der elliptischen Functionen 
Anwendung machen, wie Jacobi 1. c, gezeigt hat. Wir wollen nun im Fol- 
genden für 0(0, 0, ..,,0) als Function der Periodic! tätsmoduln a^ algebraische 
Gleichungen zwischen der Function und ihren partiellen Ableitungen nach 
den a^ herleiten, welche ebenfalls mit rein numerischen Coefficienten behaftet 
sind. Diese erscheinen als die Verallgemeinerung der Differentialgleichung 
dritter Ordnung von Jacobi und lassen ebenfalls, da sie von der Wahl des 
Querschnittssystems unabhängig sind, unmittelbare Anwendung auf die Trans- 
formation der AßELSchen Functionen zu. 

Da jedoch diese Relationen nur unter Voraussetzung der zwischen den 
Periodicitätsmoduln bestehenden Abhängigkeit gelten, so scheinen uns für 
manche andere Zwecke, als die sich auf die Transformation beziehenden, 
solche Relationen den Vorzug zu verdienen , in welchen (0, 0, . . . , 0) als 
Function von einander unabhängiger Grossen auftritt. Wir lassen daher die 
Herleitung von Differentialgleichungen für 0(0, 0, ...,0) folgen, in welchen 
die sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte als unabhängige Variable 
auftreten; diese Differentialgleichungen erscheinen als Verallgemeinerung der 
Differentialgleichung (3.). 

7- [332 

Die Differentialgleichungen der erstgenannten Art, nämlich die zwischen 
9(0, 0, ...,0) und seinen partiellen Ableitungen nach den Periodicitätsmoduln, 
lassen sich durch rein algebraische Eliminationen erhalten , ohne Kenntniss 
des Ausdruckes von &(0, 0, ..., 0) durch die Klassenmoduln oder der Diffe- 
rentialgleichungen, welchen die Periodicitätsmoduln als Functionen derselben 
Grössen genügen, wenn man von den in meiner vorangehenden Arbeit') an- 

1) Abb. xn, ä, »21 S. dieses Bai^des. Seh. 
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gestellten Betrachtungen Gebrauch macht. Diese Arbeit wollen wir kurz mit 
S(. citiren. 

Eb sei Mj, Mj, . . ., w ein System linear unabhängiger Integrale erster Gat- 
tung, von der Art, dass der Periodicitätsmodul von u^ am Querschnitte a^ 
gleich Tri, an allen übrigen a gleich Null, am Querschnitte h^ gleich a^^ (und 
a^^ = a^^), (K. A. F. § 18—21), so ist bekanntlich 

öMogö(aK)) 
^--^^'^^^ ^uX, 
eine rationale Function von {s,is). 

Ist (t ein beliebiger Punkt der Fläche T, und a'l\ «"', ..., a"' das mit (l 
durch die Gleichung 

+„(s,^) = 

verknüpfte Hauptsystem (s. m. 21. No, ) — 6), und disponirt man über die in 
den M^ enthaltenen Constanten derart, dass man setzt: 

(1.) tf, = / du^, {a = l,2,...,p) 

wo '&, der einem beliebigen Werthenpaare (s, s) entsprechende Punkt der Fläche 
T ist, so wird ^{a{u')\ in den Punkten k"", k™', ..., «"" unendlich klein erster 
Ordnung (s. m. %. No. 3 Gl. (2.)), also E^{s,s) in denselben Punkten un- 
endlich gross zweiter Ordnung, sonst aber überall endlich. Die Function 
4',<(^'^) ■^i^*^ ebenfalls in diesen Punkten unendlich klein zweiter Ordnung 
(s. m. 31, No, 2), also ist 

(2-) G,,.(S,^)^ 4.^(5, ^)4-^{s,^) 

eine ganze rationale Function von [s, s). Da u^ für jeden Punkt der Fläche 
T endhch ist, so ist für s = ao oder 5 = 00 G.{s,z) ebenso oft unendUch 
wie ([>^, demnach ist G^{s,z) wie rp^ in Bezug auf s vom Grade n — \, in Bezug 
auf s vom Grade m — l, also 

(3.) (?,„ {s,^)= (?„ + G-. s + (S, s' + ■ . . + (?„_, s"-' , 

wo G , G , ..., G ganze rationale Functionen m — 1'°" Grades von 3 sind. 
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Wir setzen zur Abkürzung [333 



fa'iogaßK))] 



WO q die Anzahl der u, nach denen differexitiirt wird, bedeutet. Differentiirt 
man nun die Gleichung (3.), indem man die Identität: 



(5.) 



«,,(», ^) _ » ' '''°g'>&°-)) *. 



du, du ÖMj ä0 



anwendet, mwmal, und setzt § = ft, so bilden diese Gleichungen mit GL (3.) 
(ebenfalls für | = ft) zusammen mn + l Gleichungen, aus welchen die mn Con- 
stanten der I'unctionen G^, G^, ..., G^_^ eliminirt werden können. Das Ee- 
sultat der Elimination ist eine Gleichung zwischen den Grossen iatc,.., in 
welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich mn+^, und zwischen 
den Coefficienten von -J^ und 4 und der Grösse ^. Bezeichnen wir diese 
Gleichung mit 

(A) = 0. 

Bildet man die ferneren Ableitungen der Gleichung (3.) bis zur ffj» + /'™ Ord- 
nung, setzt I = ft und eliminirt aus jeder derselben mit Hülfe von mn der 
ersten Gleichungen die Constanten in G^, G^, . .., G^_^, so mögen die neu- 
entstandenen Gleichungen mit 

{Ä') = 0, (-4") = (A"') = 

bezeichnet werden. Dieselben werden theiiweise identisch erfüllt, theilweise 
von einander abhängig sein können. Immer aber wird für ein hinlänglich 
grosses l eine genügende Anzahl von Gleichungen vorhanden sein, um mit 
Hülfe der Gleichungen, welche zwischen den a und ;* bestehen (s. m. ä[. 
Ko. 5), und der GL (1.) No. 1 die Grösse (t, die Coefficienten von F{s,^), 
-^ und von ^ zu eliminiren. Das Resultat ist eine Gleichung zwischen den 
Grössen Z/„j(.,., in welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich 
mn + ^ + 2, mit rein numerischen Coefficienten. 

Solcher Gleichungen erhält man ^-^ ■ , wenn man für il, /i alle zu- 
lässigen Combinationen macht. 
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334] S. 

Da dln{«^)J und jede ihrer Ableitungen gerader Ordnung eine gerade 
Function der u, jede Ableitung ungerader Ordnung eine ungerade Function 
derselben Grössen ist, so verschwinden die letzteren, wenn in denselben 
a^=u^ = ■■■ =: u^ i) gesetzt wird. Daher verschwinden auch die Ableitungen 
ungerader Ordnung von log&(n(w^,)j für dieselben Werthe. 

Die bekannten Eelationen 

(1) iJ-^.-. =. ^ 2-^ = ^'& 

lassen sich folgendermassen schreiben: 



(2.) 



(3.) 



Sind a, 6, c, b, ... 
Thetafunction , als 



(*■■) 



ölogi} 


a" log 8 


-K^)' 










dlog« 


ÖMogO 


a log » a 
a». 


log» 








= gellen 


die Relationen (2 


.) über 


in 






|älog»(0,0,,..,0) 


r a' log & 


-L; 








,ölog8(0,( 


5 0) 


r a" log 8 
[a»,ö«,, 


-L/ 








einander 


yerscMeden, so 


folgt aus 


der 


Form 


Igemeinerung von 


(<0, 










,. ö'8 




«••8 










"da^da,^.. 


ö», 


j aj(. Su^ d>.i^ . 


,. ' 





wo 21 die Anzahl der z(, nach welchen auf der rechten Seite differentiirt 
wird, bedeutet. Sind irgend welche unter den Grössen a,'&,c,b,... einander 
gleich, so wird der Exponent von 2 auf der linken Seite der Gleichung (4.) 
um eine leicht bestimmbare Zahl grösser. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass man die partiellen Ableitungen gerader 
Ordnung von logO für u^ = ^i^=^ ■■■ ^ ii = Ü als rationale Functionen mit 
numerischen Coefficienten der Ableitungen von &(0, 0, . .., 0) nach den a^ oder 
auch als ganze rationale Functionen der Ableitungen von log & (0, 0, . . . , 0) nach 
den a,. darstellen kann. 
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Mit Hülfe dieser Relationen fühi'en wü- die zwischen den Grössen La,,c... 
in voriger No. gefundenen Beziehungen in Gleichungen zwischen den Ab- [335 
leitungen von logö(0, 0, . . ., 0) nach den Periodicitätsmoduln a.^ über, wie sie 
oben angekündigt worden. 

Da jedes eigentliche System («), welches mit ft durch eine Gleichung 
(li _ ü verknüpft ist, als Hauptsystem gelten kann, wenn man das Querschnitts- 
system a, b zweckmässig wählt (s. m, 51. Ko. 5), so unterliegt das in voriger 
und dieser No. beschriebene Verfahren nicht der Schwierigkeit, welche mit 
dem Aussondern des Hauptsystems verbunden ist (s. m. 31. No. 5 und 6). 
Wählt man vielmehr ein beliebiges eigentliches System (a) als Hauptsystem 
und bildet mit dem zugehörigen '^ , d. h. demjenigen t[j , durch welches das, 
System («) mit (i verknüpft ist, die Gleichung (2.) vor. No., so erhält man 
die oben entwickelten Kelationen unter Voraussetzung der entsprechenden 
Quers chnittszer legung. 

Da jedoch die den verschiedenen eigentlichen Systemen («) zugehörigen 
i sich nur durch die in den Coefficienten derselben auftretenden Grössen- 
systeme («) unterscheiden, die letzteren aber bei der oben angedeuteten Eli- 
mination herausfallen , so folgt : Die gefundenen Relationen bleiben 
ungeändert für jede beliebige Art der Quersohnittszerlegung. 



Um für die elliptischen Functionen auf diesem Wege die IRechnung 
durchzuführen, sei 

(1.) s- = KW, 

wo 

.R(,) = (1-^')(1-J',-), 

ferner Ä der Periodicitätsmodul von f — am Querschnitte n, und es werde 



-u- 



so hat «( am Querschnitte a den Periodicitätsmodul rä, am Querschnitte b 
heisse er t. Es bleibt hierbei unentschieden, wie die beiden Querschnitte a 
und b zu legen sind. 
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Soll Öl / du— j du+PL wo P einen der Werthe 



2 ' 2 ' "ä "^ 2 

336] bedeutet, verscliwiiiden für | = t], wo v] ein beliebiger Punkt der Fläche 
T ist, so ist bekanntKch 

(3.) ^",i„ + p,J^ + |, 

also 

(4.) 2 f du ~ 0. 

Die den drei verscMedenen Systemen halber Periodicitätsmoduln P nach 
Gl. (3.) zugehörigen Werthe a, oder die Functionen i{j , durch welche sie 
mit ft verknüpft sind, können also, wie aus der Gleichung (4.) folgt, nach 
dem ABELschen Theorem in diesem Falle folgendermassen gefunden werden: 
Es sei (s^^, (i) das dem Punkte jt zugehörige Werthsystem (s, 3), so setzen wir 

(5.) %(s,^) = a^ + a^s + a^s'+cs 

und bestimmen die Constanten a und c durch folgende Bedingungsgleichungen: 

(6.) %{-s„i^)^ 0, ^;x-s^,^) = 0, 

wo '^'(s,s) die totale Ableitung von ^ (s,s) nach 3 bedeutet. 

Die Bedingungen, dass i (*, s) in a unendlich klein zweiter Ordnung 
wird, sind, wenn {s„, k) das dem Punkte a zugehörige Werthsystem (s, ^) ist, 

(7.) ^s^,a) = 0, f(s„«) = 0. 

Die Elimination von a^, 0^, a^, c aus den Gleichungen (6.) und (7.) ergiebt für 
« folgende Gleichung; 

(S.) (K-(*)[2(V+0 + («-f*)(s;-s;)] = 0, 

wo s' wieder die Ableitung von s nach 2 bedeutet. Die Gleichungen (6.) 
und (7.) ergeben alsdann die Verhältnisse der Coefficienten von if{s,s). 

Unter Voraussetzung irgend einer Lage der Querschnitte a und b, sei « 
diejenige Wurzel der Gleichung (8.), für welche Ol / du\ verschwindet, also 
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das Haiiptsystem des allgemeinen Falles, welches sich hier auf ein Glied 
redncirt, so ist in diesem Falle 

(9.) 



(10.) G{s,^) = *?„+ö,s, 

wo G vom zweiten, G^ vom nullten Grade ist. 

Bildet man die Ableitungen der Gleichung (10.) nach s bis zur zehnten [337 
Ordnung, und setzt | = ft, so kann man aus den ersten 4 der 11 Gleichungen 
die Coefficienten von G^ und G^ bestimmen, diese in die nächstfolgenden sub- 
stittdrt liefern 4 von einander unabhängige Gleichungen, aus welchen man 
mit Hinzuziehung von Gleichung (8.) k, -^, (t eliminiren kann. Das Elimi- 
nationsresultat ist eine Gleichung zwischen L^, L^, L^, L^^, wenn man setzt; 

Nach der vorigen No. lassen sich diese Grössen durch die Ableitungen von 
logö(O) nach t darstellen. Die Differentialgleichung für ö(0), welche man 
erhält, ist fünfter Ordnung. Sie ergiebt sich aus der JACOBischen, für t = log 5, 
durch zweimalige Differentiation nach t. 

10. 
Um die Differentialgleichung herzuleiten, welcher ö(0, 0, . . ., 0) als Function 
eines der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genügt, wenden wir 
den Ausdruck von 

61og&(0,0,...,0) 
dk 
als Function von h an. 

Es bedeute nämlich U^.ü^, .. .,TJ^ wie in No. 3 ein System linear unab- 
hängiger Integrale erster Gattung, und Äf den Periodicitätsmodul von Z7„ am 
Querschnitte a ; setzt man ferner die Determinante 
'" AT . . . A"' 
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SO ist (s. m. Sl. No. 8 Gl. (8.) und No. 9 Gl. (4.)) 

alog8(0,0 0) _ 1 alogV , „ 

(1-) öi - 2 ~"ffl- + ^ ' 

WO JJ auf algebraische Weise sowohl explicite von h als auch von den Coeffi- 
cienten von ff/*",«) und F{s,s) abhängt. 
Nach No. 5 Gleichung (1.) ist: 

(2.) ^^ = KTr + KTr+- + d'^T^" + yT^Är + y^Ä'^"+.-. + y^Af>, 

wo TJ,'" den Periodicitätsmodul von t^ am Querschnitte a bedeutet, und y, d 
sich rational aus den Coefficienten von tf^^s^s), F{s, s) xind deren Ableitungen 
nach ft, und aus {ö, /c) und den (o , C^) zusammensetzen lassen. 
338] Differentiiren wir die Gleichung (1.) 2^' mal nach k, und setzen für die 
Ableitungen von Ä''^' ihre Werthe aus (2.), so kann man aus den entstandenen 
2^^+l Gleichungen die 2^* Grössen J."", T^"' eliminiren. Das Resultat der 
Elimination ist eine algebraische Gleichung zwischen den Ableitungen von 
ö(0, 0, ...,0) als Function von k, deren Coefficienten algebraisch aus den Co- 
efficienten von cpjj(«,.?), F{s,s) und deren Ableitungen nach k, und aus {a,li) 
und den (o^, C^) zusammengesetzt sind. 

Differentiirt man diese Gleichung jomal, so kann man aus den entstandenen 
p + ) Gleichungen, unter Zuhülfenahme der Gleichungen i^(a^, C„) = 0, die 
p Grössenpaare (0^, C^) eliminiren, und erhält schliesslich als die gesuchte Ver- 
allgemeinerung der Difi'crentialglcichung (3.) in No. 6 eine Differentialgleichung 

(3.) M, = 0, 

deren Coefficienten sich algebraisch aus den Coefficienten von 9„{'*, s'), F(s,2) 
und deren Ableitungen nach k und aus (0, k) zusa.mraensetzen. 



Unter Voraussetzung der in No. 3 — 5 entwickelten Formeln und der 
Differentialgleichung (3.) vor. No. lassen sich die in No. 7 u. 8 behandelten 
Eelationen zwischen den Ableitungen von log9(0, 0, .. ., 0) nach den Periodi- 
citätsmoduln «.^ auch auf folgende Weise herleiten. 

BekanntUch ist 

(!■) ^^. = -rll.-TÄW^'" (. = 1,2,..,,^) 
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ein System linear unabliängiger Integrale erster Gattung von der Beschaffen- 
heit, wie es in No. 7 gefordert wird. 

Es werde vorausgesetzt, dass die Coefficienten von f [ s , z ), als Func- 
tionen eines jeden der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte algebrai- 
schen Differentialgleichungen genügen, also beiapielsweise, wie die Coefficienten 
von F{s,g), algebraische Functionen von k sind. Da die Grössen ^i™ nach 
!N"o. 5 hnearen Differentialgleichungen genügen, deren Coefficienten rationale 
Functionen der Coefficienten von f„{6',5), F{s,£) und deren Ableitungen nach 
Tc vorstellen, so sind auch die Coefficienten von -^ Functionen von k, welche 
algebraischen Differentialgleichungen genügen. — unter derselben Voraus- 
setzung ergiebt sich, dass die Coefficienten der Gleichung (3.) vor. No. als 
Functionen von k algebraischen Differentialgleichungen genügen. 

Nun ist nach No. 5 Gl. (1.): [339 

(2-) -^ = cyr+<rr+-'-+^ij'rr+j'i>..+yi>,,,+---+?'i"s,u 

wo die Grössen y, ä sich nach No. 4 rational aus den Coefficienten der 
Functionen F{s,g), -^ und ihrer Ableitungen nach /c, und aus den Grössen 
{<3,k) und den (0^, C„) zusammensetzen. 
Es ist aber: 



(3.) 



aiQgil(0,U,...,0) _ ^ aiogJ>(0,Q,...,0) da^ 



Differentiiren wir diese Gleichung bis zur ?*°" Ordnung nach /c, indem wir 
stets {t(0, 0, ..., 0) als Function der a^^ und diese wieder als Functionen von 
Je behandeln, und setzen in jeder dieser Gleichungen für die Ableitungen von 
a^^ nach k deren Werthe aus Gl. (2.), so können wir l so gross wählen, dass 
wir aus den entstehenden ^+1 Gleichungen, unter Zuhülfenahme der successiven 
Ableitungen der Gleichung (3.) vor. No. die Grössen (o, ?e), (0,,, CJ, T^', \^ 
und die Ableitungen von ö(0, 0, .. ., ft) nach k eliminiren können. Die Coeffi- 
cienten der resultirenden Gleichung zwischen den Ableitungen von &{0, 0, . . . , 0) 
nach den «^^ 

(4.) (A,) = 

hängen auf algebraische Weise ab von den Coefficienten von F{s^s). -^ und 
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ihren Ableitungen nach. Ä, ferner von den Coefficienten der GL (3.) vor. No. 
und ihren Ableitungen nach h. Mit Hülfe der successiven Ableitungen der 
einzelnen algebraischen Düferentialgleichungen , welchen diese verschiedenen 
Grössen genügen, lassen sie sich alle aus der Gl. (4.) und deren Ableitungen 
eliminiren, und man erhält eine Gleichung 

(5.) (AO = 0. 

welche eine Relation zwischen den Ableitungen von d(0, 0, ..., 0) nach den 
a ausdrückt, mit rein numerischen Coefficienten. 

Den verschiedenen sich nicht aufhebenden Verzweigungsptinkten h ent- 
sprechend ergiebt sich eine gewisse Anzahl von Relationen dieser Art. 

Greifswald im März 1871. 



ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original 

Es wurde gesetzt; 

S. 348, letzte Zeile Xi(s,z) statt x(*.^)- 

„ 349, Zeile 2 v. o. und 13 v. u. ip,(s,2) statt fs,(s,z), 

„ S52, „ 4 V. u. Gi^(s,x) statt &ft(s,s). 

2) Auf den Gegenstand der vorstehenden Abliaadlung ist der Verfasser später (Zur Tlieorie der ABELScten 
Functionen, Sitzungsberichte der K. preiiss. Akademie der Wissensetaften, 1897, S. 608-621) zuruek- 
gekommen. ScH. 
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XIV. 

ÜBER DIE DARSTELLUNG DER FUNCTIONEN COMPLEXER 

VARIABLEN, INSBESONDERE DER INTEGRALE LINEARER 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 75, 1873, S. 177 — 223.) 



Um eine mehrdeutige Function f{z) einer complexen Variablen von [177 
einem Punkte A der ^^-Ebene längs einer vorgeschriebenen Curve L bis zu einem 
anderen Punkte B der Ebene fortzusetzen, wird bekanntlich die Curve L in 
solche Abschnitte zerlegt, dass jeder einzelne einem Gebiete angehört, inner- 
halb dessen f{s) eindeutig und stetig ist. Die innerhalb dieser Einzelgebiete 
gültigen Entwickelungen dienen alsdann dazu, den Werth der Function von 
Abschnitt zu Abschnitt, und demnach auch den Endwerth in B zu berechnen. 
Dieses Verfahren leidet ausser an der gi'ossen Beschwerlichkeit in der prak- 
tischen Durchführung an dem wesentlichen theoretischen Mangel, dass das- 
selbe nicht a priori den Zusammenhang zwischen den AVerthen der Function 
am Anfang und am Ende des Weges L erkennen läast. Selbst wenn es ge- 
lingt, für die Function f{d) eine einheitliche analytische Darstellung, welche 
in der ganzen Ebene gültig ist, zu finden, z. B. eine solche, wie ich sie für 
die Integrale lineai-er Differentialgleichungen in den Annali di Matemat. d. d. 
Brioschi e Cremona, Ser. II, toni. IV, fasc, I^) gegeben habe, werden der 
Natur der Sache nach die einzelnen Glieder der Entwickelung vom Fort- 
setzungswege abhängig sein, es wird mithin dieselbe Schwierigkeit auf die 
einzelnen Glieder zurückfallen. 
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Die folgende Arbeit hat die hier aufgewoifene Frage zu ihrem Ausgangs- 
punkte genommen. In derselben wird gezeigt, dass man durch algebraische 
Hülfsmittel die ä- Ebene in zwei Gebiete G^ und G^ zerlegen kann von fol- 
gender Beschaffenheit: 

Das eine Gebiet G^ ist ein endliches, das andere G^ der übrig bleibende 
unendlich grosse Theil der Ebene, 

Die Grenze zwischen beiden Gebieten ist eine sich selbst nicht schnei- 
dende algebraisch bestimmbare Curve, und die sämmtlichen endlichen singu- 
lären Punkte der Function befinden sich auf derselben. 

178] Innerhalb des Gebietes G^ ist f{s) eindeutig und stetig, innerhalb O^ 
nur für ^ = co nicht eindeutig und stetig. Es werden für jedes dieser Ge- 
biete Reihenentwickelungen der Function gegeben, welche bezüglich innerhalb 
der ganzen Fläche gültig sind. Die Entwickelung innerhalb G^ liefert die 
durch die Umlaufe um 00 von einander verschiedenen Werthe auf ähnliche 
Weise, wie eine nach Potenzen von s fortschreitende Keihe. — Die Her- 
leitung dieser Entwickelnngen setzt nur voraus, dass man einen Zweig einer 
bestimmten algebraischen Function von s', der innerhalb G^ eindeutig und stetig 
ist, für jeden Werth von s innerhalb dieses Gebietes zu berechnen verstehe. 

Der Zusammenhang der Fnnctionswerthe des einen und anderen Gebietes 
ist von dem Verhalten der Function in den Umgebungen der auf der Grenze 
liegenden singulären Punkte derselben abhängig. Ist derselbe ermittelt, und 
führt eine Curve L von einem Punkte A des einen Gebietes zu einem Punkte 
B des anderen Gebietes, so lässt sich, wenn der Ausgangswerth der Function 
in A bestimmt ist, der Werth derselben in Jß berechnen, ohne dass man die 
Zwischenstufen der Werthe längs der Curve durchzumachen hätte. 

Der Zusammenhang wird für die Integrale linearer Differentialgleichungen 
aufgestellt, und somit für diese das gestellte Problem vollständig gelöst. 

Erste Abtheilung. 



(1.) F(:iv} = 



wg{w) ' 



worin f{w) und g(}v) ganze rationale Functionen bedeuten, welche f ür w = 



Hosledby Google 



• DARSTELLUNG DER FUNCxrONEN COMri'.BXER VARIABLEN. 363 

nicht verschwinden, ferner seien die beiden complexen Variablen w und w^ 
mit einander durch die Gleichung 



(2.) ^(i.,«,-J = 



F(w,)-F(tv) ^ ^ 



verbunden. 

Dem Werthe iv = entsprechen von Null verschiedene Wurzeln w^ der 
Gleichung (2.). Ist daher K^ eine mit dem Radius )■ um den Anfang der w 
beschriebene Kreislinie, so befinden sich die einem Punkte w der Fläche [179 
desselben zugehörigen Wurzeln lo, der Gleichung (2.) sämmtlich ausserhalb 
K., wenn r eine gewisse Grenze nicht überschreitet. 

Diese Grenze sei r = R, und K die mit R beschriebene Kreislinie. Es 
befindet sieh alsdann der Annahme nach keiner der irgend einem Werthe w 
des Inneren von K entsprechenden Werthe w^ ebenfalls innerhalb K. Es ist 
aber auch keiner dieser Werthe w^ auf der Peripherie K gelegen. Gesetzt 
nämlich, es entspräche einem Werthe lo = mi"" des Inneren ein Werth w, = w'^' 
der Peripherie von K, so würde auch wegen der Symmetrie der Gleichung 
(2.) in Bezug auf w und w^, dem Werthe w = w*'" der Peripherie ein Werth 
tfj = Mi'°' des Inneren von K entsprechen. Da aber w^, so lange es endlich 
ist, sich mit w stetig ändert, so würde alsdann auch einem dem w = jf"' hin- 
längUch nahe im Inneren von K gelegenen Punkte jc ein Werth w ent- 
sprechen, der in der Nähe von iv^ = w"" ebenfalls im Inneren von IC befindlich 
wäre. — Aus demselben Gh-unde ist auch kein Punkt w^, der einem Punkte 
w der Peripherie K entspricht, im Inneren gelegen. — Es wird daher auf 
der Peripherie K einen oder mehrere Werthe iv geben, zu denen ebenfalls 
auf der Peripherie befindliche Werthe w^ gehören. 

Der Kreis K ist demnach der grösste der Kreise K^,, welche die Eigen- 
schaft haben, dass • die irgend einem Werthe w des Inneren derselben zuge- 
hörigen Werthe w^ ausserhalb derselben befindlich sind. Sein Kadius R ist 
eine von Null verschiedene Grösse. Wir wollen den Kreis Ä den zur Func- 
tion F{iv) zugehörigen Grenzlcreis nennen. 

Innerhalb des Kreises K liegt keine Wurzel der Gleichung 

(3.) F'irv) = 0, 

wo F'(jc) die Ableitung von F(w) bedeutet. Denn sei ic^ eine Wurzel dieser 
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Gleichung, so genügt der Gleichung (2.) tv^ = w = ii\. Befände sich nun w^ 
im Inneren von K, so würden auch Werthen w innerhalb K, die hinlänglich 
nahe an w^ liegen, Werthe w^ ebenfalls innerhalb K in der Nähe von ac, 
entsprechen. 

Die Wurzeln der Gleichung: 
(4.) jW = 

liegen ausserhalb K. Denn da dem Punkte w == des Inneren von K ausser 
Wj ^ CO die Wurzeln der Gleichung g{u!^) = zugehören, so befindet sich 
jede der letzteren aus den oben angegebenen Gründen ausserhalb K. 

Hieraus ergiebt sich auch, dass nur, wenn ff{w) eine Constante und 
i8o] f{w) eine für mj = O nicht verschwindende ganze rationale Function ersten 
Grades ist , der Grenzlii-eis die unendliche Ebene umfasst , in allen übrigen 
Fällen aber ist R eine endliche Grösse. 



Beschreibt der Punkt tc einen Kreis K^, so beschreiben die zugehörigen 
Wurzein der Gleichung (2.) vor. Nummer Cm-venzvireige (ä^, (S", ..., welche wir 
als die mit K^ zusammengehörigen Curvenzweige bezeichnen. — Ein 
Punkt w von K^ und ein Punkt w^ einer Curve %. sollen entsprechend heissen, 
wenn w^ mit w durch die Gleichung (2.) vor. Nummer verbunden ist. 

Die mit einer vom Grenzkreise K eingeschlossenen Kreislinie iT, zu- 
sammengehörigen Curvenzweige haben nach der vor. Nummer weder mit dem 
Inneren noch mit der Peripherie von K einen Punkt gemeinschaftlich. Die 
mit K zusammengehörigen Curvenzweige dagegen haben mit der Peripherie 
von K einen oder mehi'ere Punkte gemeinschaftlich, treten aber nirgendwo 
in das Innere desselben ein. Die letzteren Curven seien 'S', IS", ..., und es 
habe ©' mit K den Punkt w' gemeinschaftlich. Es können alsdann zwei 
Fälle eintreten; 

Entweder ist w' als Punkt von E' dem w' als Punkt von K entsprechend. 
Es wird alsdann die Gleichung (2.) in vor. Nummer durch w^ = tv ^ w' be- 
friedigt, d. h. es ist w' eine Wurzel der Gleichung (3.) vor. Nummer. 

Oder es ist w' als Punkt von S' einem anderen Punkte w = w" von K 
entsprechend. Es erlangt alsdann, wenn nicht die Curve C längs einer w' 
enthaltenden endlichen Strecke auf K fällt, der Modul von if, längs der 
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Curve S' für den, Werth w = w" den Miniraalwerth JR. Es ist also unter 
allen Umständen, wenn man 

setzt, -^ für w = w", to, = w' Null oder unendlich. 
Nun folgt aus Gleichung (2.) vor. Nummer 

(1.) ^[e'^'är + ivid'!}]^-^{e'^'^är^^w^iä'^^] = 0. 

Bewegt sich w auf der Peripherie K^ w^ auf %', so ist dr = 0, also 



(2-) i^- + 



öifi, [ (?<p ' ä<f \ 



Bezeichnen wir den Werth von [181 

otv „.. __ „ , 

Ö'l- ~ ! 1 — 

mit A-\-Bi, so folgt aus Gleichung (2.) 

(3.) 4^ = Jiü, 421 =,_^ fc „ = „", „^ = „'. 

Da ü weder Null noch unendlich ist, so folgt also 
B = oder B = 00. 

Es sei 1) B = 00, so ist, da -^ für ir = %v", w, = ic' nach No. 1 end- 
lieh ist, T~ für dieselben Werthe Null, d. h. 

tv'—to" (tv'—w"y ' 

d. h. da w' und w" von einander verschieden angenommen wurden, und nach 
Gleichung (2.) vor. Nummer, 

F'{tu') = 0. 

Es wäre demnach w' eine Wurzel der Gleichung {3.) vor. Nummer. 

Es sei 2) _B = 0. 

Die Durchschnittspunkte eines Kreises K^ mit den mit /£",. zusammen- 
gehörigen Curvenzweigen ergehen sich aus der Gleichung (2.) vor. Nummer, 
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wenn man in derselben w = re'^^ und w^ = r^'^'* setzt. Die Sondeiuiig des 
reellen und imaginären Theiles liefert alsdann zwei Gleichungen zur Be- 
stimmung der Werthepaare cp und <s^ als Functionen von )■, welche Durch- 
schnittspunkten entsprechen, derart, dass der Durchsclmittspunht re'^'^ der 
Kreislinie .H",, und der mit ihr zusammengehörigen Curve (S,. dem Punkte re"^^ 
des Kreises K^. entspricht. 

Die Durchschnittspunkte sind imaginär für alle Kreise innerhalb K] es 
ist wenigstens einer reell füi- K selber. Für diesen Punkt sei 

Ist für diese Werthe -^^ nicht Null, d. h. w' nicht Wurzel der Gleichung 
(3.) vor. Nummer, so entsprechen den Werthen w innerhalb einer hinlänglich 
kleinen den Punkt iv" umgebenden geschlossenen Curve Werthe von w^ eben- 
183] falls innerhalb einer den Punkt w' umgebenden geschlossenen Curve, und 
zwar die innerhalb K fallenden Werthe w^ den ausserhalb K. fallenden Werthen 
w. Daher werden die Kreise K^ für Werthe von r :> U bis zu einer gewissen 
Grenze von einer der mit ihnen zusammengehörigen Curven geschnitten. Eine 
AusnaJime bildet nui' der Fall, dass die mit K zusammengehörigen Curven, 
welche K treffen, in ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallen. In diesem 
Falle können die Durchschnittspunkte für r>R wenigstens bis zu einer ge- 
wissen Gi-enze ebenfalls imaginär sein. 

Für die Grössen ^ und cp^ als Functionen von r ergiebt sich aus 
Gleichung (l.) 

Der Annahme nach ist g-^ Häx w = w", w, = w' nicht Null. Es ergiebt sich 
also aus Gleichung (4.) für w = w", w^ = w': 

Wenn nun nicht die mit K zusammengehörigen und K treffenden Curven- 
zweige in ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallen, so sind nach dem Obigen 
9 und cp^ für r > R bis zu einer gewissen Grenze reelle Functionen von r. 
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Es folgt alsdann aus Gleichung (5.) 

oder da R endlich und von Null verschieden: 

(8.) Ä = -t. 

Die Gleichung (1.) giebt alsdann für w = w", w^ = w 

är 



(7.) ^^iä'?. 



E 



woraus sich ergiebt: 

(8.) är^ = dr, df^ = d'f. 

Ist aber w dem iv" in beliebiger Richtung unendlich benachbart und inner- 
halb K gelegen, also dr negativ, so muss den obigen Eigenschaften des Grenz- 
kreises K zu Folge das zugehörige «c, ausserhalb K unendlich nahe an w' 
liegen, also dr^ positiv sein, was der ersten Gleichung (8.) widerspricht. 

Demnach muss für w = w", tv^ = w\ -g— verschwinden, oder v/ = w" sein. 
Wir gelangen also in beiden Fällen zu dem Resultat : [1S3 

Wenn die mit K zusammengehörigen und K treffenden Curven 
nicht in ihrer ganzen Ausdehnung auf S" fallen, so sind die Durch- 
schnittspunkte derselben mit K Wurzeln der Gleichung (3.) vor. 
Nummer. 

3. 
Der Fall, dass die mit dem Grenzkreise zusammengehörigen und den- 
selben treffenden Curven in ihrer ganzen Ausdehnung auf ihn fallen, tritt 
z. B. ein, wenn 

( f{iv) = A^ + A^t€-\-A^'w^, 
^^■^ I 9{io) = 1. 

Die Gleichung (2.) No. 1 wird: 

(2.) A^-A^wtVj = 0. 

Mit einem Kreise K^ gehört eine einzige Curve zusammen, nämlich ein Kreis 
Ä^, dessen Radius 

(3.) r' = — mod-j^- 
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Da beide Kreise concentriscli sind, so können sie sich nur treffen, wenn sie 
zusammenfallen, wenn also 

(4.) r' ^ r = y/mod-^ = H. 

Der Kreis mit dem durch diese Gleichung bestimmten Radius ist der Grenz- 
kreis für dieses Beispiel. 

Die Gleichung (3.) No. I wird: 

(5.) A,-A,wl = 0. 

Man sieht, dass die Wurzeln dieser Gleichung sich auf der Peripherie des 
Grrenzkreises befinden. 

Wir wollen zeigen, dass allgemein, wenn die mit dem Grenzkreise 
zusammengehörigen und ihn treffenden Curven in ihrer ganzen 
Ausdehnung auf denselben fallen, auf der Peripherie desselben 
sich Wurzeln der Gleichung (3.) No. 1 befinden. 

Es folgt nämlich für die correspondirenden Punkte der Peripherie K und 
einer mit K zusammengehörigen und auf sie fallenden Curve, da gleichzeitig 
dr = 0, (fr, = 0, aus Gleichung (l.) vor. Nummer 

(6.) ■*«,ä, + ^»,ÄT.-0. 

184] Hieraus ergieht sich, dass für solche corresi^ondirenden Punkte 

diu ____ . 
dw, ' 

reell ist. Es geht daher für solche correspondirenden Punkte die Gleichung 
(1.) vor. Nummer über in: 

A\-^^iä'^\ + -^-\-id'!f^ = 0, d.h. 

(7.) di\ = -Aar, d'jf^ = -Ad'^. 

Bezeichnen wir wieder mit w = w'\ w^ = w' zwei solche correspondirenden 
Punkte, so entspricht den Eigenschaften des Grenzkreises zu Folge einem 
dem w" unendlich benachbarten im Inneren von K befindlichen Werth w ein 
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dem iü' unendlich benachbarter ausserhalb K befindlicher Werth w,, d. h. 
einem negativen dr ein positives di\. Die erste Gleichung (7.) ergiebt daher, 
dass A positiv ist. Bewegt sich nun der Punkt w, um die Peripherie K zu 
erzeugen, so bewegt sich gleichzeitig w^, um die correspondirenden Punkte 
der mit K zusammengehörigen Curve zu erzeugen. Aus der zweiten Glei- 
chung (7.) ergiebt sich, dass sich die beiden auf der Peripherie K bewegenden 
Punkte IV und w, in entgegengesetzter Richtung bewegen, und da w jeden- 
falls einen vollständigen Umlauf vollzieht, so folgt, dass sie sich begegnen 
müssen, also zwei correspondirende Punkte zusammenfallen. Für solche aber 
geht die Gleichung (2.) No. I über in 

F'iw) = 0. 
Da innerhalb des Grenzkreises keine "Wurzel der Gleichung (3.) No. 1 be- 
findlich ist, so ergiebt sich als Resultat der Untersuchung dieser drei Nummern 
der Satz: 

Der Radius des Grenzkreises ist der Modul derjenigen Wurzel 
der Gleichung 

(A.) F'{w) = 0, 

welche unter allen Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat. 



Es werde die complexe Gh.-össe s mit der compiexen Grösse w durch die 
Gleichung 

(1.) s = F{w) 

verbunden, wo F{tv) dieselbe Bedeutung hat wie in No. I. 

Jedem Kreise K^. in der w Ebene entspricht eine geschlossene Curve [185 
C\. in der s Ebene ; dem Grenzkreise K entspreche die geschlossene Curve C, 
welche Grenzcurve heissen möge. 

Die den Kreisen K^ innerhalb K entsprechenden Curven C^, schneiden 
sich weder selbst noch unter einander. Denn von den einem, solchen Schnitt- 
punkte ^ zugehörigen Wurzeln w der Gleichung (1.) müssten mindestens zwei 
verschiedene sich innerhalb des Grenzkreises K befinden, Dieselben seien 10 
und ^üp so würden sie die Gleichung: 

(2.) FM^^W _ „ 
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befriedigen. Dieses ist aber der Definition des Grenzkreises zu Folge nicht 
möglich. 

Elirainirt man z zwischen der Gleichung 



(3.) 



äiv äw 



und der Gleichung (!.), so erhält man die Gleichung 

(4.) r(w) = 0. 

Die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechenden Werthe von s sind also 
die Verzweigungspunkte der algebraischen Function w von s^ Gleichung (l.). 

Zwei CuTven C_. und C , welche zwei unendlich benachbarten Kreisen 
innerhalb K entsprechen, liegen so, dass diejenigen Punkte, welche zwei un- 
endlich benachbarten Punkten der beiden Ki'eise entsprechen, selber unend- 
lich benachbart sind, dass also die eine Curve von der anderen ganz um- 
schlossen wird. 

Da nun C^ für unendlich kleine r ganz im Unendlichen, füi" endliche, 
von Null verschiedene, hinlänglich kleine r ganz im Endlichen sich befindet, 
so folgt, dass von zwei Curven C^, die zu verschiedenen Kreisen innerhalb TC 
gehören, diejenige die andere umgiebt, welche dem kleineren Kreise entspricht, 
und dass die Curve G^ sich nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt. 

Es sei F die von der Grenzcurve C in der z Ebene eingeschlossene 
Fläche, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass, wenn r von Null bis 
ü wächst, die Ebene s sich mit einer Schaar geschlossener, continuirlieh 
aneinander liegender imd sich umschliessender Curven C^ erfüllt, welche die 
ganze Ebene mit Ausschluss der Fläche F einfach bedecken. Diese von ihnen 
bedeckte Fläche heisse F'. 

iS6] Es entspricht alsdann jedem Punkte der vom Grenzkreise eingeschlossenen 
Fläche in der Jd-Ebene nur ein Punkt der Fläche F' in der :?-Ehene, und 
umgekehrt, oder beide Flachen sind Abbildungen von einander. 

5. 
Es seien in der ^^-Ebene die Punkte .3^, z^, ..., s gegeben, so kann man 
die ganze rationale Function ?ra''" Grades cp(wj) so bestimmen, dass die Function 

(1.) . = Ä 
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für die willkürlichen Punkte a^, n^, ..., k^^^ in der M;-Ebene reap. die Werthe 
•^,1 ^o ■■■1 ■^«4-, liefert. In der Tliat eei 



m 


= {»-«, 


.)(» 


-«.) 


...(» 


f,(«) 




■ 








9(».) = 


^'£ 


7X 


^/,W. 



SO ist 
(2.) 

wo /'(w) die Ableitung von f{w) bedeutet, die gesuchte Function 
Allgemeiner ist die Function: 

(3.) , = yW + ^(«)/0^') ^ 

fiii- eine beliebige rationale Function '^{w) von )ii, die für keinen der Punkte 
«j, «j, ..., K^^j unendlich wird, von derselben Eigenschaft. 

Der Radius des Grenzkreises der Function (3.) ist nach No. 3 der kleinste 
Modul der Wurzeln der Gleichung: 

(4.) t.9'(w)-cp(»t-)+«[4-(i.)fW + fHfM]"'>("')/W = 0, 

wo die Ableitungen durch obere Acceute angedeutet sind. 

Es seien insbesondere ß^, «^, ..., a^^^^^ die m + l Wurzeln der Gleichung: 

(Ö.) !Ci™+'-l = 0, 

so geht die Gleichung (4.) über in: 

(6.) ^i'<p»-9(^^■)^-4.(wJ)imi(.''"-''+l] + ^t>f(^y)(M)"'•''--l) = 0. 

Ist der Kadius des Grenzkreises der Function (l.) grösser als Eins, oder 
was dasselbe ist, sind die Moduln der Wurzeln der Gleichung: 
(7.) iv<^'(^v)~<^{tv) = 

sämmtlich grösser als Eins, so wählen wir '^{w) = 0. Ist dagegen der [187 
Modul von mindestens einer der Wui'zeln der Gleichung (7.) kleiner oder gleich 
Eins, so wählen wir '\i(w) so, dass die Moduln der Wurzeln der Gleichung 
(6.) sämmtlich grösser als Eins werden. Den Nachweis der Möglichkeit einer 
solchen Wahl und die wirldiche Herstellung einer der gemachten Anforderung 
genügenden Function ']/{w) wollen wir im Folgenden geben. 
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Wh- wählen: 

(1.) m = ^j^, 

wo a und ß Constanten, und zwar letztere von Eins verschieden. Setzen wir 
Kur Abkürzung 

(2.) M) tp'(w) - (p (ir) = a{w), 

so geht die Gleichung (6.) vor. Nummer über in: 

(3.) gw- °K-"-(pi--y)"'"+« =o. 

Zunächst wollen wir ß so bestimmen, dass die Function: 

l*-J -öW - {tv^'^'-ßf 

innerhalb des mit dem Radius Eins um den Anfang der w beschriebenen 
Kreises E und auf der Peripherie weder Null noch unendlich wird. Ist 
dieses erreicht, so sei M der Minimalwerth des Moduls von H(w) innerhalb 
und auf der Peripherie von E, N der Maximalwerth des Moduls von G{w) 
innerhalb desselben Kreises und auf dessen Peripherie, so darf man a nur 
so wählen, dass 

(5.) ilfmodö>iY, 

ura zu erreichen, dass die Wurzeln der Gleichung (3.) oder 

(6.) Giw)-aHitv) = 

sämmtlich ausserhalb E befindlich sind. 
Es ist nun erstlich ersichtlich, dass 

mod ß > 1 
sein muss. Setzt man nämlich den Zähler von Ii{w) gleich Null, so ist 
mod ß das Product der Moduln der Wurzeln der gebildeten Gleichung, 
welche sämmtlich grösser als Eins sein sollen. 

iss] Wählt man mod ^ > 1, so wird H{w) innerhalb E und auf der Peripherie 
von E nicht unendlich. Wie ß näher zu bestimmen ist, damit II{w) auch 
innerhalb derselben Grenzen nicht verschwinde, soll nunmehr gezeigt werden. 
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7. 

Aus der Abhandlung des Herrn Hermite (Extrait d'une lettre ä M. Bok- 
cHARDT, dieses Journal, Bd. 52, p. 45) ergiebt sich nämlich leicht folgender Satz: 
Es sei gegeben die Gleichung: 

(!■) F{£) = 0, 

wo F{s) eine ganze rationale Function mit beliebig complexen Coefficienten, 
Substituiren wir 

WO i = \f^ und p reell und positiv, und bezeichnen die dadurch entstandene 
Gleichung mit: 

(3.) R{a) = 0, 

SO ist die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung, in denen der Coefficient 
von i positiv oder negativ ist, respective gleich der Anzahl der Wurzeln der 
Gleichung (l.), die ausserhalb oder innerhalb der mit dem Kadius p um den 
Nullpunkt der s beschriebenen Kreisfläche liegen. 
In der That folgt aus Gleichung (2.) 

(4) .. ^ ; ^ + P ^ ^^ y ^ ■ (a^' + J/'-p°) 

wenn man 

s ^ x + yi 

setzt. Da der Punkt s sich ausserhalb oder innerhalb des mit dem Radius q 
beschriebenen Kreises befindet, je nachdem 

«' + ;/'- 9' ^ 0, 
so ist der Satz bewiesen. 

Um die Anzahl der Wurzeln der Gleichung (3.) mit positiven und nega- 
tiven Coefficienten von i zu finden, bedienen wir uns eines Satzes, welchen 
Herr Herjmite in derselben Abhandlung (p, 44) gegeben. Danach ist eine [iSg 
quadratische Form % zu bilden, welche in eine Summe von Quadraten linearer 
Functionen ihrer Variablen mit reellen Coefficienten zu verwandeln ist. Es 
ist alsdann die Anzahl der positiven und negativen Quadrate resp. gleich der 
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Anzahl der Wurzeln der Gleichung (3.) mit positiven und negativen Coeffi- 
cienten von i*). 

Für unseren Zweck sei die Gleicliung (l .) eine quadi-atische ; 
(5.) F{s) = A,+ Ä^s+A,s' = 

und p = 1, so verwandelt die Substitution 

-fei 

dieselbe in: 

(7.) -(^A, + Ä.-i- A^)n' + 2iiÄ,-A^)u + A^- J, + A^ = 0. 

Setzt man 

(8.) 

so ist 

(9.) ig = (^a'b--ab')sl+ 2{a-c--ac'):s,s^ + {b'c-hc')4**). 

Verwandelt man diese quadratische Form in eine Summe von zwei Quadraten, 
so befinden sich innerhalb des Kreises mit dem Radius Eins eine, zwei, oder 
keine Wurzel der Gleichung (5.), je nachdem eines der Quadrate, beide, oder 
keines das negative Vorzeichen hat. 

190] 8. 

Die Gleichung, welche man erhält, wenn man den Zähler der Function 
II(w) (No. 6 Gleichung (4.)) gleich Null setzt, lautet: 



a + a'i 


= 


- 


(A. + A^ + A,), 


S + l'i 


= 


2i 


(A-A), 


G \ c'i 


= 


A, 


,~A, + A„ 



*) Bei dieser Gelegenheit liemorken wir, dass, wenn man Moss wissen will, ob überhaupt innerhalb 
des Kreises mit dem Radius p eine Wurzel der Gleichung (1.) enthalten ist, oder was daeselbe besagt, ob 
überhaupt der Coefticient tob i in einer Wurzel (ler Gleichung (3.) negativ ist, diese Frage häufig schon 
durch folgenden Satz entschieden werden kann: 

Ist der Goefficient irgend eines der Quadrate der Form 5 negativ, so befinden sich 
Wurzeln der Gleichung (1.) innerhalb des mit e beschriebenen Kreises. 

In dei Thit hleibt bekanntlich die Anzahl der po*;«! en unl negafnen Torzeichen m dei m eine 
bumne >on Quadiaten tiansf 01 muten Foim g für jele Tiansfoination diesell e Man kann abei immei 
eine aolche rransfoimation vornehmen bei weither das Qiadiat mt dem negiüven 'Vorzeichen beibehalten 
wird (veigl Seeret Coiirs dalgebie sup t I p 43fi) 

**) In der HEK"uiTEschpn Abhandlung (b ii) iid ui hiuli henvei'ie die l oefhcienten der Fdiii 
(9) des Testes mit entgegengesetzten Vorzeichen veisehPi 
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(1.) ß-(in + 2-mß)v + v^ = 0, 

wo 

(2.) 
gesetzt ist. Diese Gleichung, verglichen mit Gleichung (5.) vor. Nummer 
giebt statt Gleichung (7.) vor. Nummer; 

(3.) (,n + l){l~ß)t,''+2iiß^l)u + m + S-{m-i.)ß = 0. 

Es sei demnach ß reell, so ist 

/ a = (ra + l)(l-/3), «'=0, 
(4.) \ h = 0, 1)' = 2(ß~l), 

{ c = m + Z-~(m-l)ß, c' = 0. 
Es ist alsdann 

(5.) i% = 2{m + l)(l^ßf s\-[- 2(ß-l)[7n + S - {m-l)ß]4, 

eine Form, die nur Quadrate enthält. 

Die Gleichung (1.) hat keine Wurzel v innerhalb des Kreises mit dem 
Eadius Eins, oder was dasselbe ist, die Gleichung 

(6.) Riiü) = 

hat keine Wurzel w innerhalb des Kreises E, wenn 

2{ß-l)[m+S-(m~l)ß]->(i, 

oder, da nach No. 6 der absolute Werth von ß grösser als Eins sein muss, 

<ä+3 



("?•) 






K 


^^nr^ 


1 ■ 






Wir wählen 
















(8.) 






ß 


m+l 
m-l 








Die Function 


^(w) in No. (i lautet 


alsdann 








(9.) 




■H«) 




»(,»- 


-1) 






-~« 


,-1)»" 


-{m+l) 




und die Function H{w) 


wird : 












(10.) 


H(w) = 


('•>- 


■'"(" 


-1)»'— 


> + 2w'" 


+ !M + 


il. 
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191] In der That folgt aus der Gleicliung: 

(11.) {»!i~l)M)"™-^"+ 2w™+' + m + 1 = 

,'"+1 _ - 1 ± i \fn?^^ 
m — 1 
Da der Modul dieses Ausdruckes 

'im X 1 



V »; - 1 - 



SO hat die Gleichung (Jl.) keine innerhalb E oder auf der Peripherie _E be- 
findliche Wurzel. 

Der Mlnimalwerth M des Moduls der Function II{w) innerhalb des 
Kreises E ergiebt sich 



(1.) M = ^^^SE 



Wählt man daher a so, dass 

(2.) Mmoäa>' N, 

so ist der Radius des Grenzkreises, der zur Function: 

rt^ - ^ yp") I «(»^-l)K^'-i) 

^ •> " "" !C "^ [()K-l)w"'+'-(m+l)]w 

gehört, grösser als Eins. 

Es ist zu bemerken, dass es nicht ei-forderlicli ist, den Maximalwerth iV 
des Moduls von G{iü) innerhalb E wirklich aufzusuchen. Es lässt sich viel- 
mehr jedesmal unmittelbar eine positive Zahl N" angeben, unterhalb welcher 
sich N befinden rauss, und die Ungleichung (2.) ist a potiori befriedigt, wenn 

(2a.) Mmoia^W. 

Das Quadrat einer solchen Zahl N' wird erhalten, wenn man in G{w) für w 
setzt re'^'', alsdann G{w) mit dem conjugirten Werthe multipUcirt, endlich in 
dem so erhaltenen Quadrate des Moduls von G{w) die negativen Vorzeichen 
in positive verwandelt und an die Stelle von coscp, sincp, )■ die Einheit setzt. 
Ebenso kann man in die Ungleichung (2.) statt M jede kleinere positive 
Zahl M' setzen; z. B. für mä2 



oder auch M' 
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; sei wie in No. 5 



[192 



/■(») = , 



"Wenn die Gleichung 

(1.) w'^'{w)~'^{w) = 

innerhalb E befindliche Wurzeln hat, so ist es häuüg möglieb, durch eine 
Permutation der Grössen ^^, ^'j, ..-i^^^, in dem Ausdrucke für '^(m;), welche 
einer veränderten Zuordnung dieser Grössen zu den auf der Peripherie von 
E liegenden Einheitswurzein «,, «jj ■■■, ß^+, gleichkommt, zu bewirken, dass 
fiii' die veränderte ^Function 'f,(ic) die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung: 

(m.) wi[iw)^.,M = o 

ausserhalb £ liegen. Wir werden in No. 12 ein solches Beispiel kennen lernen. 
In solchen Fällen reicht die Substitution : 

(2.) , = sM. 

aus, um einen Grenzkreis zu erzielen, dessen Peripherie E umgiebt. 

Wenn aber für jede Permutation der Grössen 5^, 0^, ..., 3^_^^ einige oder 
mehrere Wurzeln der Gleichung (I.) innerhalb E befindlich sind, so muss 
man zur Substitution (3.) vor. Nummer seine Zuflucht nehmen, deren zuge- 
höriger Grenzkreis den Kreis E umgiebt. 

Es sei z. B. 

m = 3, s^= 1, z^ = 0,1, n^ = 0,1.!, e^ = -0,1. 



Für m= Z ist allgemein 



<?(M.). 



■ I [^1 + *^« -^»- "t+ (^1 + ^j + ^a + •^i) 'f 



daher wird die Gleichung (l.): 

(4.) (?(w) = -[*. + *4'j--£<j-4X] + [^^,-i: 
Euclie, inatlioin. Werke. L 



ä'3 + «£,]««'+ 2 [^,-^, + ^,-^,]m 
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Für unser numerisches Beispiel ist der Modul des Coefficienten von w" in 
dieser Gleichung stets grösser als der von wj", welche Permutation der Grössen 
^n ■^ä' ^Bi ^4 auch gewählt werde. Es hat demnach in diesem Falle die Glei- 
chung (4.) mindestens eine Wurzel, deren Modul kleiner als Eins, die also 
innerhalb E liegt. 
193] Für die obige Permutation lautet die Gleichung (4.) : 

(5.) Q{w) = -(1 + 0,1. i) + (l-0,3.i)j[''+2(H-0,l.i)w° = 0. 

Man erhält : 

(modG(w))'' = l,01-(l,94cos2!p + 0,8sin2'f)/-=-4,04eoa3tp.r= 



'•^"■' ( +l,09^'+(3,88co,S9-l,6 9in<f)>-'+ 4,04 r' 



wenn 



gesetzt wird. Werden in (6.) die negativen Vorzeichen in positive verwandelt 
und statt r sowie statt der Cosinusse und Sinusse die positive Einheit gesetzt, 
so ist innerhalb E 

(7.) (üiodG(tif))'<18,4. 

In unserem Falle ist 

Wir bestimmen demnach 

(9,) ^Ipmoda^ V'iM, 

und können danach 

(10.) « ^ 31 

annehmen. Die Substitution (3.) vor. Nummer wird alsdann 

, . _ (1 + 0,1. ^)(l + ^^> + ^o°) + (l-0,3.^)M>' , 31 w^~l 

^ ■' ^ ~ iw '^4 (tv*~2)iü' 

Der dieser zugehörige Grenzkreis umgiebt den Kreis E. 



Fassen wir nunmehr die Hauptresultate der vorhergehenden Untersuchung 
zusammen. 
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I. Es sei 

(l ) F(w) = -^- 

wo f{iv) und g[w) ganze rationale Functionen der complexen Variablen w 
sind, die für w = nicht verschwinden, und ß der kleinste unter den Moduln 
der Wurzeln der Gleichung: 

(2.) I-'iiu) = 0, 

Es bedeute ferner K die in der Ebene der w mit dem Radius B um den 
Nullpunkt beschriebene Kreislinie, C die Cuive der ^-Ebene, welche [r94 
diesem Kreise vermittelst der rationalen Function 

(3.) s = Fiiv) 

zugehört, so entspricht jedem Punkte innerhalb K nur ein Punkt in dem 
ausserhalb C liegenden unendlichen Flächenraume F\ und umgekehrt, d. h. 
die Flächen K. und F' sind Abbildungen von einander. 

Wir nennen K den Grenzkreis und die Curve C die Grenzcurve, welche 
zur Function (3.) gehören. 

II. Sind in der ^^-Ebene m+1 Punkte z^^ ä^, ..., s^^^^ gegeben, so lassen 
sich die Functionen f('w) imd g{iv) folgendermassen bestimmen: 

1) Der E-adius R des Grrenzkreises ist gTösser als Eins, so dass die Curve 
Cj in der ^'-Ebene, welche dem Kreise E mit dem Radius Eins in der w 
Ebene entspricht, ganz der Fläche F' angehört. 

2) Den Punkten ^,i ■^a) ■ --i 'ä'^+i entsprechen in willkürlicher Zuordnung 
m+l Punkte auf der Peripherie E, welche die m + l'™ Wurzeln der Einheit 
darstellen. 

Aus dieser Bestimmung ergiebt sich , dass einerseits die innere Fläche 
des Kreises Fj und die äussere unendliche Fläche der Cui-ve C^, andererseits 
der Ring zwischen den Kreisen K und E und der Ring zwischen den Curven 
C und Cg Abbildungen von einander sind. 

Wir wollen die Curve C^ den zu dieser so bestimmten Substitution (3.) 
zugehörigen Absonderungssehnitt nennen. 
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Um zum Vorhergehenden ein Beispiel zu geben, seien vier Punkte 
^j, :?j, z^, s^ in der 5'-Ehene gegeben, derart dass 

und man setze nach No. 5 

(1.) . = J^|..+..i+(,,-..i)...-|, 

so liefern die vier auf der Peripherie des mit der Längeneinheit um den An- 
fang der w beschriebenen Kreises £ liegenden Punkte «, = 1, «, = *, ßg = — 1, 
«^ = —i resp. die vier Werthe z^^ z^^ 5^, z^. 

Es sei 

s = x-\-yi, s^ = x^ + y^i, 

195] und es bewege sich w auf der Peripherie des mit dem Radius r um den 
Anfang der w beschriebenen Kreises K^^ so dass 

■w = r(cos (p -f j sin tp) , 

alsdann folgt aus Gleichung (1.) oder 

^ = Y (^.cos<p + a;aSm9)fj' + yj-(ä/,sin<p-2/,cos'p)(j--— j , 
( H = -^ (*,smip-3;,i!ost?)^i'--j + (!/,cos>f + i/,smip)()- + — j ■ 
Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen cos'f und sin 9 und setzt: 
( p = a:,(r + -^-!/,(r--j, ;), = i, (r - - j + 1/, (^r + y j , 



(2.) 



(3,) 



SO ergiebt sich als Gleichung der Curve C^ in der 5^-Ebene-. 

(4.) iipl+pl)x''--8{pp^+p^p^)xy + i{p'+pl)f = {p,p^-ppj- 

Diese Gleichung stellt eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt im Anfang der z, 
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wenn 

Die Längen der Halbaxen der Ellipsen «, und b^ ergeben sich auf bekannte 
Weise, wenn man 

{5.) iC, + !/j = K, a^, — J/j = k', i/, + ^3 = ß, !'i"'^2 ^ ^' 



tV" 


•+!>' + ■■ 


rMa 


■ + r 




2 


.•V« 


1 


7 V«' 


■+ß'-- 


' + ß-' 



Die Ellipse verwandelt sich in ein System zweier zusammenfallender gerader 
Linien, wenn 

oder 

('■) («■+(>'■) '■■-(«'"+/'■) 7.- = ». 

Diese Gleichung hat eine reelle positive Wurzel: [196 

Für r = sind die Axen der Ellipse unendlich gross, für wachsende Werthe 
Ton r nehmen die Quadrate der Halbaxen ab, bis f&r den Wexth (8.) von r 



4 = VC«' + r)K + (5')- K = 0, 

d. h. die Ellipse eine mit der Axe 2 a^ zusammenfallende Doppellinie wird. 

Pill' Werthe von r, die grösser sind als der Werth (8.), nehmen «^ und 
h' wieder fortwährend mit wachsendem r zu. 

Bekanntlich sind die Richtungen der beiden Axen der Ellipse die der 
beiden durch die Gleichung : 

(90 (pPi+ i'',ih)x' + {pl+Pl-p'-pD'^y - ipp, + p^Ps)y^ = 

dargestellten auf einander senla'echten Geraden. Nun ist 

PP, + PiPä = *(*a;yB+*i!'i)) Pl+i'l — P^^-Pl = ^(2'3 + ;'i~*ä~^i)i 
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alao von r unabhängig. Es sind demnach die Richtungen der Axen für alle 
Ellipsen dieselben; die der Axen 2a,, co'incidirt mit der geraden Doppellinie, 
in welche die Ellipse füi den Werth (8.) von r übergeht, und deren Glei- 
chung ist: 

(10.) {a\la" + ß'-a'\ici' + ß")x-i-ß'\ß^J' + ß\la'-i-ß'-')y = 0. 
Die Gleichung, welche den Grenzkreis liefert (s. Gleichung (A.) No. 3) ist 

Hieratis ergiebt sich als Radius i 



(12.) 

Durch Vergleichung von (8.) und (12.) folgt, dass die Grenzcurve C die 
gerade Doppellinie ist, welche sich in der Richtung der Linie (10.) nach 
beiden Seiten des Anfangspunktes bis zum Abstände v'('i:' + ^"') (ß" + ^^) erstreckt. 
Die Fläche F' ist demnach die durch diese Doppellinie begrenzte unendliche 
Ebene. 

Ist 

(13.) x,y,-x,y,^0, 

d. h. liegen s^ und s^ nicht mit dem Nullpunkte iu gerader Linie, so kann 
man voraussetzen, dass der Ausdmck (1.3.) positiv ist, da eine Vertauschung 
197] von Äj und s^ demselben das entgegengesetzte Vorzeichen verschafft, wenn 
er negativ ausfällt. 

Es ist aber unter dieser Voraussetzung iJ > i, es genügt also die Sub- 
stitution (1.) auch der in vor. Nummer unter II. aufgestellten Bedingung, dass 
der Ki'eis E innerhalb des Grenzkreises sich befindet. 

Liegen aber g^ und 0^ mit dem NuUpunlite in gerader Linie, so ist 
(14.) ^sPi — ^i^i = 

und demnach B = 1. Der Kreis E fällt alsdann mit dem Grenzkreis K, die 
Grenzcurve mit dem Absonderungsschnitt zusammen. 

In diesem Falle ist nach No. 9 Gleichung (3.) an die Stelle der Sub- 
stitution (1.) die folgende zu setzen; 



(15.) £■ = -^-[s,^s^i-\-{s,-s^i)io'\ 
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"WO ö nach No. 9 zu bestimmen ist. Der zu. dieser Substitution gehörige 
Grenzkreis umschliesst den Kreis _E. 

Eine andere Behandlung dieses Falles, wo die Gleichung (14.) befriedigt 
wird, ergiebt sich aus der folgenden Nummer. 

13. 

Die in No. 5 — 11 getroffene Bestimmung der Function F(w) (No. 11 
Gleichung (3.)) kann durch allgemeinere ersetzt werden, welche von der in 
Neil erwähnten darin abweichen, dass den Punkten ^,i •^'ji ■■■) ^5'^+, «* + ! 
willkürliche Punkte auf der Peripherie von E entsprechen. 

In gewissen Fällen kann man sich auch einfacherer Functionen bedienen, 
um eine einfach zusammenhängende Fläche in der ^;-Ebene so zu bestimmen, 
dass auf deren Begrenzung C, gegebene Punkte sich befinden, und dass sie 
ganz einer anderen einfach zusammenhängenden Fläche angehört, die eine 
Abbildung einer Kreisfläche -ff" in der Mi-Ebene ist, derart, dass die Begrenzung 
C^ einem Kreise E entspricht. 

Liegen z. B. die Punkte s^, s^, . . . , ^^.^, auf einer geraden Linie L, welche 
gegen die reelle Axe der ^-Ebene unter dem Winkel & geneigt ist und vom 
Anfangspunkte den Abstand l hat, und setzt man 






wo K und ß beliebige reelle Grössen sind, so entspricht jedem Punkte der «)- 
Ebene nur ein Punkt der i^-Ebene, und umgekehrt. 

Ist [198 

s = x + yi, 
so ergiebt sich für 

lu = e^ , 

. ± i sin 9 + cos 9 -. — —5— 

/k + (3 4-9 
, cos ' - 

(2.) 
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Multiplicirt man die eiste Gleichung mit sind, die zweite mit cosd und sub- 
trahixt, so folgt; 

(3.) xäin^ — y coa 9 = ± 7. 

Dieses ist die Gleichung der Linie X. Während also w die Peripherie E 
beschreibt, bewegt sich der Punkt 3 auf der geraden Linie L. 

Umgekehlt ergeben die Gleichungen (2.) zu jedem Punkte der Linie L 
einen Punkt der Peripherie £. 

Die gerade Linie L theilt die s^-Ebene in zwei Hälften T und T', wovon 
die eine dem Inneren, die andere dem Äusseren des Kreises E entspricht. 



14. 
Um noch ein zweites Beispiel für eine einfachere Bestimmung, wie sie in 
vor. Nmnmer angedeutet worden, zu geben, seien s^, g^, s^, s^ vier beliebige 
Punkte in der .s-Ebene, «,, a^, a^, a^ vier beliebige Punkte auf dem Kreise JE 
in der M!-Ebene, und es werden die Coefficienten in der Function 

so bestimmt, dass a^, ß^, a^, «^ in willkürlicher Zuordnung den Punkten s^, s^, s^, z^ 
entsprechen. Hierzu sind die Gleichungen : 

(2.) Ä,-\-A^u„^A,al-B^u,B„ = (B, + B,al)^, (fc^l, 2,3,4) 

zu erfüllen. Zu diesen fügen wir die Bestimmung: 

(3.) A,B,-A,B, = 

199] hinzu. Aus den Gleichungen (2.) folgt: 



(4.) 



AB, 



\B,+ LB„ 



, A^. aus Ä hervorgehei 
?,, s^ und a's. ((*.?. aU 



wenn man die 
:°0 ersetzt, 



1 + 1''' Verticalreihe 
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Die Bestimmung ist immer ausführbar, wenn «j, o;^, a^, «^ so gewählt 
werden, dass A nicht verschwindet, was immer möglich ist. 

Es seien iv und w^ zwei Werthe von w, welchen dasselbe ^ zugehört, so 
folgt aus Gleichung (l.) mit Rücksicht auf (Z.) 
(5.) B^~S,ivtv^ = 0. 

Beschreibt daher w um den Nullpunkt einen Kreis mit dem Eadius r, so be- 
schreibt w^ ebenfalls einen Kreis, dessen Kadius gleich — mod-™-- 

Hieraus folgt, ähnlich wie in No. 3, dass innerhalb des Kreises K mit 
dem Kadius 



■ V"»'^!: 



nicht zwei verschiedenen Werthen w gleiche Werthe £ entsprechen können. 
Dieser Kreis ist also der zur Function (1 .) gehörige Gi'enzkreis in dem 
Sinne der No. 1. 

Durch Substitution der Werthe von A^ und ^4^ aus (4.) in (3.) erhalt man: 
(7.) ^,Bl + {X,~yi,)Il,B,~k,Bl = 0. 

Nun ergiebt sich aber 

(8.) l„ = -y-^a,tt.,cc^a^, 

also 

(9.) modAj = modx,. 

Demnach ist der Modul des Products der beiden Wurzeln -^ der Gleichung [200 
(7.) gleich Eins, also die eine gi'össer und die andere kleiner als Eins, oder 
beide gleich Eins. 

Die beiden Werthe w^ und w^, für welche 2 unendlich wird, sind durch 
die Gleichung 

ao.) --^f^ + f-» 

gegeben. Da hiernach 

(11.) modWiM), = mod-p^ = B% 

so ist 

mod w,'^R, mod w^^R, 

d. h. von diesen beiden Wertheu befindet sich der eine innerhalb, der andere 

ausserhalb des Greuzlireises, oder beide auf dem Umfange ■ 
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Es sei C diejenige geschlossene Curve in der s'-Ebene, welche dem Grenz- 
kreise K entspriclit, und F' derjenige Flächentheil der von derselben zer- 
schnittenen unendlichen ^-Ebene, welcher den Punkt ^^ =" ^ enthält, so ist 
das Innere von K eine Abbildung von F'. Ana Gleichung (5.) ergiebt sich, 
daes auch das Äussere von K Abbildung von F' ist. 

Wenn jR^l, so wollen wir das Innere von K, wenn .R -< 1, das Äussere 
mit 9 bezeichnen. 

Es sei ferner E der mit dem Radius Eins um den Nullpunkt der w be- 
schriebene Kreis, so fällt die zugehörige Curve C^ in der ^^-Ebene ganz in 
F'. Je nachdem R^l oder JJ < 1, bezeichnen wir das Innere oder das 
Äussere des Kreises _E mit t}j, während der von C^ abgegrenzte Flächentheil 
von F', welcher den Punkt ^^ = -^ enthält, mit s bezeichnet werden soU. 

Die Flächentheile t[i und n, so wie die Peste F'~e und f — c}> sind Ab- 
bildungen von einander. 

In dem Falle, dass w^ innerhalb ^ sich befindet, entspricht ein cxcen- 
trischer Punkt wi, der Fläche ^ dem Unendlichkeitspunkte von s. Allein man 
kann durch Anwendung einer linearen Substitution die Fläche ijj und einen 
daran anstossenden Pingfläch entheil, welcher einen Theil des von K und _E 
gebildeten Pinges ausmacht und seinerseits von E und einem den Nullpunkt 
umgebenden excentrischen Kreise begrenzt wird, so abbilden, dass der Fläche 
f]j eine Kreisfläche JE', dem Punkte iv^ der Mittelpunkt des letzteren Kreises, 
endlich dem Pingflächentheile ein Kreisring entspricht, der vom Kreise E' 
2oi] und einem ihn umgebenden concentrischen Kreise gebildet wird. Dieses 
wollen wir in der folgenden Nummer nachweisen. 



Setzen wir 

(1.) IV = w, + ^— 

^ ' ^ a + bi 

und bestimmen a und h so, dass, wenn t sich auf der Peripherie eines um 

den Nullpunkt der complexen Variablen t mit dem Radius Eins beschriebenen 

Kreises E' bewegt, w die Peripherie des Kreises E beschreibt. 

Aus (1.) folgt: 

i = - ^^"^ + ^'^' 
^'' 1 + bw,~bw 
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Bezeichnet man die conjugirten complexen Werthe mit oberen Accenten, so 
ist für solche t, die anf der Peripherie _E' liegen: 

(3.) tf = 1. 

Für die zugehörigen Werthe w ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) und (3.) 

( (««'— W)ww'— [{aa!— bb') tv'^ — 5] w — [(««'— 66')«;^ — b'\w' 

\ ■\-{aa'—l}V)w^tü'^ — bw^ — 'b'w'^ — l = 0. 

Die Forderung, dass diese Gleichung den Kreis E darstellen soll, liefert die 

Gleichungen 

( (aa'-bV)w;-b = 0, 
(5 ) { 

• ' { (aa~'hb')w^wl — bw^—b'w'^ — l = ib'—aa'. 

Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit den sich daraus durch 
Yertauschung von * mit —i ergebenden folgt: 



1— wgWj ' (i~*''j**'sy 

Die erste Gleichung liefert für 6 einen endlichen Werth, da in unserem Falle 

Die zweite Gleichung (6.) liefert den Modul von «, während das Argument 
dieser Grösse unbestimmt bleibt. 

Da für t =^ 0, w =^ w^ einen Punkt im Inneren von t{) darstellt, so ist 
das Innere des Kreises E' das Bild der Fläche i^. 

Irgend einem um den Anfang der t mit dem Radius )■ beschriebenen 
Kreise in der i-Ebene entspricht nach den Relationen (J .) und (6.) ein Kreis 

in der w-Ebene, dessen Gleichung: [aoa 

(7.) {X — r^io^w'^)ww'—{\ — r^)w'^w — {l — r^)w^w'+w^iv',~r'' = 0, 

welcher mit dem Kreise E excentrisch ist und denselben nicht schneidet. 

Ist ß:>l, so ist r>l, ist £ < 1, so ist »■ -c 1, und in beiden Fällen so 
gross zu wählen, dass der Kreis (7.) noch ganz in der Fläche cp befindlich 
ist, damit der King zwischen dem Kreise JE' und 'dem mit *■ beschriebenen 
Kreise K' die Abbildung des vom Kreise K und von dem durch die Gleichung 
(7.) dargestellten Kreise gebildeten excentrischen Ringes wird. 



Hosledby Google 



388 DARSTELLUNG DER EUXCTIO^^EN COMPLEXER VARIABLEN. 

Man kann übrigens a^, a^, a^, u^ stets so wählen, dass die Wurzeln der 
Gleichung (7.) vor. Nummer nicht gleich werden. Nimmt man alsdann für 
■^ diejenige Wurzel, deren Modul grösser als Eins, so ist auch der Kadius 
des Grenzkreises grösser als Eins (s. Gleichung (6.) vor. Nummer), 



11. Abtheilung. 
1. 

Es sei /'(^) eine Function, welche nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungs- und Unstetigkeitspunkten enthält. Soll dieselbe von einem Punkte 
A bis zu einem Punkte B der ^-Ebene fortgesetzt werden, so geschieht dieses 
bekanntlich vermittelst des TAYLoRSchen Satzes angewendet auf eine Reihe 
von Kreisen, welche den ünstetigkeits- und Verzweigungspunkten ausweichen 
und zusammen das zwischen A und B sich erstreckende Curvenstück enthalten. 
Dieses Verfahren ist, abgesehen von seiner Beschwerlichkeit in praktischer 
Beziehung, nicht geeignet a priori über den Zusammenhang der Werthe der 
Function in den beiden Grenzen des von A nach B sich erstreckenden Weges 
eine Vorstellung zu verschaffen. 

Theilt man die Ebene in eine gewisse Anzahl Gebiete G derart, dass 
eine einheitliche, für alle Fortsetzungswege direct brauchbare analytische Dar- 
stellung innerhalb eines jeden derselben und gleichzeitig das Gesetz des Über- 
ganges aus einem Gebiete in das andere bekannt ist, so kann man den Werth 
in B angeben, sobald der in A und der Weg X, der von A nach B führt, 
gegeben ist, ohne erst alle Zwischenstufen von AVerthen, welche den übrigen 
Punkten von L angehören, zu bestimmen. 

Die einfachste Art einer solchen Darstellung würde im Allgemeinen 
aos] diejenige sein, für welche die Anzahl der Gebiete G den kleinsten Werth 
hat. Diese kleinste Zahl ist Zwei. 

Wir wollen in der That zeigen, wie man die Ebene s in zwei Gebiete 
Gj und G^ zerlegen kann derart, dass innerhalb eines jeden dieser Gebiete 
eine einheitliche analytische Darstellungsweise der angegebenen Art vorhanden 
ist, und ihr Zusammenhang durch die analytische Natur der Function f{£) 
vermittelt wird. 
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2. 
Sind nämlich ■?!) .^j, ■ ■ ■, ^m+i '^^^ endKclien Verzweigungs- und Ünstetig- 
keitspunkte (singulären Punkte) der Function f{s) und 

(1.) ,, = F(«,-), 

WO F(w) die in No. 11, Abth. I angeführten Eigenschaften besitzt, so wird 
der zur Substitution (1.) zugehörige Absonderungsschnitt C^ die sämmtlichen 
Punkte ^1,^^11' ■••' ^m+i i^ si"^^ aufnehmen und die Ebene s in zwei einfach 
zusammenhängende Gebiete (?,, G^ theilen, wovon das erstere sich ins Un- 
endliche erstreckt, das letztere von endlicher Ausdehnung ist. 

Der Punkt s = cxi ist im Allgemeinen auch ein singulärer Punkt der 
Function /'(^), demnach auch der Punkt wj = im Allgemeinen ein singuläi-er 
Punkt von 

f{Fiw)) = f,{w), 

ausserdem sind in der Fläche des Kreises _E nur noch die auf der Peripherie 
desselben liegenden m+ i*™ Wtirzeln der Einheit k,, k^, . . ., a^^^ singulare Punkte 
der Function f\{to). 

Es werde nun vorausgesetzt, dass es in der Umgebung von w = eine 
Darstellung der Function /'(ii?) gebe, 

(2.) fr(t<^) = ^,{'^'), 

SO ist diese innerhalb E gültig. 

Ist alsdann to^ diejenige Wurzel der Gleichung (1.), welche für s = ixi 
verschwindet, so ist 

(3.) f(s) = +,(».) 

eine Darstellung der Function f(s) für das Gebiet G^, da die Ki-eisfläche _E 
und das Gebiet G^ Abbildungen von einander sind. 

Innerhalb des Gebietes G^ ist die Function f\z) eindeutig, endlich und 
continuiiiich. Es ist demnach [204 



w «') = Yiiji 



das Integral erstreckt über den inneren Rand des Absonderungsschnittes C^. 
Da der Ring zwischen C^ und der ganz von C^ umschlossenen Grenzcurve C 
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und der Kreisring zwischen E und dem Girenzkreise K Abbildungen von ein- 
ander sind, so ist auch 



(5.) f{s) = -i-r f J'^f' F'(w)dw. 



\w)- 

dae Integral über den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. 

Die Function f^{w) ist innerhalb des Kreisringes zwischen K und E 
eindeutig, endlich und continuirlich, ist also in diesem Gebiete nach ganzen 
positiven und negativen Potenzen von w entwickelbar. Die Bestimmung der 
Coefficienten dieser Entwickelung ist namentlich von dem Verhalten von f^{w) 
in der Umgebung der singuläien Punkte cc^, k^, ..., «^^^ abhängig. 

Da die Function /[{iv) am inneren Rande von E durch die Entwickelung 
(2.) berechenbar ist, so kann ihre Bestimmung am äusseren Rande auch er- 
folgen vermittelst der Entwickelung (2.) unter Zuhülfenahme der Beziehungen, 
welche für den Umlauf von w um je einen Punkt a sich ergeben. 

Es sind demnach auf die eine oder andere Weise die Functionswerthe 
am äusseren Rande von E bekannt, und der Ausdruck (5.) giebt die Ent- 
wickelung von f(s) im Gebiete G^. 

Wird die Function f(g) aus dem einen der Gebiete G^ und G^ in das 
andere fortgesetzt, so lässt sich zu dem Werthe der Function am Anfang des 
Weges der Werth am Ende desselben resp. vermittelst der Entwickelungen 
(3.) und (5.) bestimmen, ohne dass die Functionswerthe für die Zwischen- 
punkte des Weges zu berechnen wären, wenn nur das Verhalten der Function 
in der Umgebung der singulären Punkte s^, s^, ..., s^_^^ bekannt ist. 

3. 

Die Entwickelung (2.) vor. Nummer ist mit Hülfe der algebraischen 
Function w^ von s gebildet. Die Entwickelbarkeit im Gebiete G, ist also 
von der Kenntniss der Function mj, innerhalb desselben Gebietes abhängig. 
Die algebraischen Functionen dürfen jedoch bei der Darstellung transcendenter 
Functionen mit Recht als bekannte Elemente vorausgesetzt und verwendet werden. 
305] In gewissen besonderen Fällen lässt sich w^ durch die TiAGHANOEsche Reihe 
bestimmen. 

Ist nämlich r der kleinste Radius der um den Anfang der £ beschrie- 
benen Kreise, welche die sämmtlichen Werthe von ^ einschliessen, für die 
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die Gleichung (1.) vor. Nummer gleiche Wurzeln tv besitzt, so ist iv^ mit 
Hülfe der LAGHANGEsclien Keihe für die Fläche ausserhalb des Kreises mit 
dem Kadius r nach ganzen Potenzen von — entwickelbar. Der Beweis dieses 
Satzes ergiebt sich nach den CAucHYschen Principien (man vergl. die elegante 
Ähhandlnng des HeiTn Kouche: suv la serie de Lagrange, Journ. de l'Eeole 
Polytechn., cah. 39, p. 193 sqq., auch aufgenommen in Serret, Cours d'algebre 

superieure, 3. edition, p. 462 sqq.). 

Gelingt es nun in besonderen Fällen die Function F(w) so zu bestimmen, 

dass der Absonderungsschnitt C^ ganz in dieses Gebiet, für welches die La- 

GEANGEsche Reihe gilt, hineinfallt, so gilt dieselbe a potior! im Gebiete G^, 

welches alsdann ein Theil jenes ersteren Gebietes ist. 



Wir machen nunmehr von den vorhergehenden Principien Anwendung 
auf die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen mit ratio- 
nalen Coefficienten. 

Es sei gegeben die Differentialgleichung 

(1.) Ä^+A-,^ + -+ay = o, 

deren Coefficienten p^, Pn-it ■••) Po g^^i^e rationale Functionen von m sind. Als- 
dann sind ausser ^ = 00 die einzigen singulären Punkte der Integrale derselben 
die Wurzeln der Gleichung: 

(2.) 2\ = 

(vergl, meine Abh., dieses Journal Bd. 136'), No. 1). Dieselben seien ^j,^^, . , ., s^^^. 

Es sei 

(3.) , = !.■(»), 

WO F{w) die in ;No. El, Abth. I chai-akterisirte rationale FWction bedeutet, 
und es werde dui'ch die singulären Punkte die zur Substitution (3.) gehörige 
Absonderungscurve C^ gelegt und dadurch die ^;-Ebene in die beiden in No. 2 
charakterisirten Gebiete G^ und G^ getheilt. 

Es sollen folgende Aufgaben gelöst werden: [206 

I. Eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Integralen 
der Differentialgleichung (1.): ?/,, i/^, ■■■) y„ gl^ltig für das Gebiet G, zu finden. 

1) Abh. VI, g, IBBff. äioBM Banaes. Scb, 
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II. Eine analytische Darstellung eines Fnndamentalsystems von Integiulen 
der DiiFerentialgleichung (1.); \)\t • ■■)''i„ gü-ltig innerhalb des Gebietes G^ 



III. Den Übergang von dem einen der beiden Systeme zu dem anderen 
längs einer vorgeschriebenen den Absonderungsschnitt überschreitenden Linie 
zu bestimmen. 



Substituirt man für s den Werth aus Gleichung (3.) vor. Nummer in die 
Differentialgleichung vor. Nummer, so erhält man: 

(1.) >Fw-[»-,wrsw|^+s„|;ä+,._,|;i+. ..+,.!, = 0, 

worin die Coefficienten der Ableitungen von y ganze rationale Functionen 
von w sind, und zwar ist Ii{w) der Zähler des Eesultats der Substitution von 
s aus Gleichung (3.) vor. Nummer in p^, ferner 

(2.) W(w) = wg H fXw) - f(w) [g (w) + i.^'(m')] , 

wo f(w) und g{w) die in No. 5—10 Abth. I bestimmten Functionen und 
f'(w), g\w) ihre Ableitungen bedeuten. Der Exponent l ist abhängig vom 
Grade der Functionen ^j|,pjj_j, ...,jO„. 

Die endlichen singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) sind: 

1) die Wurzeln der Gleichung: 

y\'{w) =^ 
oder, was dasselbe bedeutet, die Wurzeln der Gleichung: 
(3.) F'iw) = 0; 

2) der Punkt w = und die Wurzeln der Gleichung 
(4.) g(v;) = 0; 

3) die Werthe w, für welche s einen der Werthe s^, s^, > ^,„+, erhält. 

Der Definition des Grenzkreises K gemäss befindet sich innerhalb des- 
selben keiner der singulären Punkte No. ]), folglich enthält um so weniger 
die Kreisfläche E einen derselben. 
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Da ferner der Definition dee Grenzki'eises gemäss nicht zwei ver- [207 
sehiedenen Punkten innerhalb desselben ein und derselbe Werth s entspricht, 
so folgt, dass von den verschiedenen Werthen w, welche je einem Punkte 
:S^, s^j, ..., z^^^ entsprechen, nur je einer, nämlich die Punkte k^, a^, ..., k^^^^^ 
auf der Peripherie des Kreises E sich innerhalb J£ befinden. 

Endlich ist von den singularen Punkten No. 2) nur der Punkt «1 := 
innerhalb IS. gelegen, da die Wurzeln der Gleichung (4.) ausserhalb IS. be- 
findlich sind (s. No. 1 Abth. I.). 

In meinen Abhandlungen, dieses Journal, Bd. 66^), No. 3 und Bd. 68^), 
No. 1, ist gezeigt, dass es ein Fundamentalsystem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (1.) ^j, \^ •■■■,\ von der Beschaffenheit giebt, dass sein Aus- 
druck in der Umgebung von w -= ^) ist : 

(5.) 1), = !c'>„, (a = 3,2,...,n) 

WO ^^ das -^^ fache des Logarithmus der a'^" Wurzel der dort (Bd. 66, No. 3) 
als Fundamentalgleichung chaiakterisirten Gleichung h**" Grades und 9^^ eine 
in der Umgebung von w = eindeutige Function bedeutet, wenn nämlich die 
Wurzeln der Fundamentalgleichung sämmtlich verschieden sind. 

Sind dagegen l Wurzeln h^,k^,,..,\ gleich h, so treten an die Stelle 
der Elemente l)^, l)^, ..., t); in Gleichung (5.) die folgenden: 

(5a.) ^, = w*Stf«u('oS*")'^^'' (a=i,3,..,,i) 

wo 9^1, in der Umgebung von iv = ebenfalls eindeutig ist. 

Die Umgebung des Punktes w = ist im vorliegenden Falle die ganze 
Ki-eisfläche E, die Begrenzung ausgeschlossen. Deshalb sind die Ausdrücke 
(5.) und (5a.) für diese ganze Fläche gültig. 

Bekanntlich lassen sich die Functionen (f^ und 9^^ nach ganzen positiven 
und negativen Potenzen von w entwickeln. Substituirt man also nach Vor- 
schrift der No. 2 für w die Wurzel iv^ in die Ausdrücke (5.) und (5a.), so 
erhält man eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Inte- 
gralen der Difi'erentialgleichung (1.) No. 4, y^-^y^ •-■)^„i gi^i^ltig für das Gebiet 
Gj, wie es in der Aufgabe I. No. 4 verlangt wurde. 

1) Ahh. YI, 8. 16»ff. aieses Bsades. 8sb. 
>) Abb. vn, e. 2D5ff. diueesEsutles. üeh. 
JTucha, muthem. Werke. I. 50 
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Wie in meinen oben crwälinten Abhandlungen 1. c. nachgewiesen, giebt 
es ebenso wie zum Punkte w = zu den singulären Punkten k^, a^, ..., a^^^ 
aos] je ein zugehöriges Fundamentalsystem von Integralen der Differential- 
gleichung (1.) vor. Nummer, dessen Darstellung in der Umgebung des zuge- 
hörigen singulären Punktes analog den Formen (5.) und (5a,) vor. Nummer 
ist. Das zum singulären Punkte a.^ zugehörige Fnndamentalsystem werde 
mit ^.^j, %^, ..., %„ bezeichnet. 

Da sich jedes Integral lineai', homogen und mit constanten Coefticienten 
durch die Elemente eines Fundamentalsystems darstellen lässt, so hat man 
Gleichungen von folgender Form : 



(1-) 



1. ' 



Es ist unsere Aufgabe, die Grossen b''^ zn bestimmen. 

Es sei Cj, C,, .--iC^ irgend ein Fundamentalsystcm von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) vor. Nummer, und man setze: 



- D(C„',„...,Q 



ä— C. 



(3.) 



_ f 9-! 



■ zO"), 



(*■) -D (c, :„..., Q- CxH, 

wo C von w unabhängig ist (vergl. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 

Nachdem über die additive Constante des in Gleichung (3.) enthaltenen 
Integrals ein für allemal vei'fügt worden, ist die Constante C in Gleichung (4.) 
vollständig bestimmt, wenn das Fundamentalsystem Cj, C^, --mC^ gegeben ist. 
Der Werth dieser Constanten füi' das Fundamentalsystem 9.^,» t)^.^) ■■■; ^x« ^^^ 
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C"; man hat alsdann die Gleichung; 

Die Constanten C" sind von Null verschieden, und die Function i(w) wird 
für Werthe von w, die nicht zu den singuläxen gehören, weder Null noch 
unendlich (vergl. meine Ahhandlung, Bd. 66, No. 2), 

Ersetzt man in -Z){q^j, R.^^, ..., t).^^) das Element l)._^^ durch q^, so erhält [209 
man aus Gleichung (l.) und den n—l ersten Ableitungen derselben: 

(6.) 1) (9„ , . . . , tj.,,,_, , ^„ , t).,.^,> . . . , 9«) = 6S' -ö fe.. . V..- ■ ■ ■ . %.)■ 

Setzt man 

(7.) i)(l)„,t)„ «„-„l).,?,,* ,»,..) = C»z(»), 

so ist C^"' eine Constante, die Null oder von Null verschieden ist, je nachdem 
^xi' ■■■' ^äc-i' ^ ' '^c+i' ■ ■' ^Kn kein Fundamentalsystem darstellt oder ein solches 
darstellt (s. meine Abhandlung, Bd. 6ö, No. 2). 

Dividirt man die Gleichung (7.) durch die Gleichung (5.), so folgt: 

(8.) I>(t)«„...,9.,c^„t)„, ?.,,+„. ..,l)«)C'« = D(^,„t),„...,l),JCf« 

7. 

Es sei um «^ ein Kreis (x) beschrieben, welcher ganz in der Fläche des 
Grenzkreises K sich befindet, und keinen der übrigen singulären Punkte ent- 
hält, so sind die oben (vor. Nummer) erwähnten Reihenentwicklungen des 
Fundamentalsystems q.^^, i)^^. ..., Q^^ innerhalb des Kreises (x) gültig, also iur 
jeden Punkt seiner Fläche ausser a^ diese Functionen nebst ihren Ableitungen 
bestimmbar, Ist a ein von «^ verschiedener Punkt des gemeinsamen Flächen- 
theils von (x) und Hl, so sind für diesen Punkt nach den beiden vorher- 
gehenden Nummern sowohl die Reihenentwicklungen für \)^, tj^, ,.., i)^, als auch 
die fiii' g.^j, l)^j, ..., t|^^ gültig. 

Setzt man daher in Gleichung (8.) vor. Nummer « statt w, und deutet 
dieses durch Hinzufügung des Index a an, so liefern die Gleichungen: 

{1.) -ö(^.n9..,--,5v.«).C™ = -D(9«,...,1J„-„5«.9„.,.-m1U„C'« 

(a= l,3,...,w, C-- 1,2,..,,», K = l,3,...,m-|-l) 

die Verhältnisse C'^'^* : C''''\ 

ßO* 
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Setzt man ebenso in Gleichung (6.) vor. Nummei- a für lu, so folgt; 

(2.) -D(l),n^..>"->lO.&»^' -= -D(9v,,..-,t)x.c-.>9a,'?..c+i. ■■■.*)«).■ 

Ans den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich: 

(3.) G"-'V^^ == C'^, (a-l, 2, ...,»», c-l, 2, .,,,«, -A^l,2,...,m+1). 

Aus No. 6 folgt auch, dass die Verhältnisse C™':C'" von « unabhängig sind. 

8. 

Gehört die Differentialgleichung ( i .} ISTo. 4 zur Klasse derjenigen, die 
ich in meiner Abhandlung, Bd. 66, No. 4 dahin charakterisirt habe, dass ihre 
2io] Integrale für irgend einen eingulären Punkt a nach Multiplication mit 
einer bestimmten Potenz von 2 — a und für ^ == co nach Multiplication mit 
einer bestimmten Potenz von — nicht mehr unendlich sind, so kann die Be- 
stimmung der Grössen b''^ vereinfacht v^erden. 

Es sei wiederum «^ einer der auf der Peripherie von E liegenden 
singulären Punkte, »■,, ''jj ■■■5 »'„ die n Wurzeln der zu diesem gehörigen de- 
teiminii-enden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (].) No. 5, sowie 
^ ,, ^-^3? ■■■•, \n *^^® Fandamentalsystem von Integralen derselben Differential- 
gleichung, dessen Elemente der Reihe nach zu den obigen Wurzeln als Ex- 
ponenten gehören (s. meine Abhandlung, Bd. 66 No. 4 und Bd. 68 No. 4), 
und es werde vorausgesetzt, dass die Grössen r so geordnet sind, dass der 
reelle Theil von r^ nicht kleiner ist als der reelle Theil von r , wenn b > 0. 
Man hat alsdann innerhalb (x) : 

(l-) 9« = (»-«■.)'■ G.(»), 

WO G {w) die Form hat: 

(2.) G„(if) ^ ^^+^^log(^u-ß.J + '^,[Iog(^(J-ß.J]' + •■■ + ^J[log(^t■~«^)]^ 

in welcher r};^, tf',, ■■., ^^ nach positiven ganzzahligen Potenzen von w — a,^ fort- 
schreitende Seihen vorstellen, welche für w = ce.^ nicht gleichzeitig verschwinden 
(e. meine Abhandlung, Bd. 66). 

Ebenso seien die Wurzeln der zum singulären Pimkte w = gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung r^, r^, ..., r^, so ist innerhalb E 

(3.) i)„ = w''''B^, 
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"WO H die Form hat 

(4.) iZ"„ = r^ + t, log W + r^ (log w)^ + ■ ■ ■ + Tj (lüg wf, 

in welcher x^, t,...,Tj nach positiven ganzzahligen Potenzen fortschreitende 
Seihen sind, die für w — nicht sämmtlich verschwinden. 



Multiplicixt man die l'°, 2^", . . ., n'" Horizontalreihe der Determinante 

■^(*Iki' 9m' ■■•' ^x«) ^'^^P- ^'^ (^~'^*)"'''' C*"""*) ''^ ■ ■ ■ 1 ("^ ~ '^x) ''"' ferner die 
1*", 2*°, ..., K*" Veitiealreihe resp. mit (ly — k,^)""', (w — k^)""\ ..., (w — k.^)°, so sind 
die einzelnen Elemente der transformirten Determinante ittr w = a^ nur un- 
endlich wie ein Ausdruck 

(s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 6), und der Ausdruck [zu 

(1.) ü(9.,„9,,„. .,!!,,)(!.-<.,) '''"^ ^ 

für w = K._, weder Null noch unendlich (s. meine Abhandlung, Bd. ö6, No. 4). 
Hieraus folgt auch, dass zur Berechnung des Ausdruckes (1.) für 
w =^ «^ nicht die Kenntniss der gesammtcn Eeihenentwicklungen 
von 1),^,, Vxe' "•' 9^„ nöthig ist, dasa es vielmehr genügt, von jeder 
derselben nur die n ersten Glieder zu ermitteln, und dass die 
übrigen Glieder, da sie zum Ausdrucke (1.) für w ^= «^ nichts bei- 
tragen, bei der Berechnung desselben wegzulassen sind. 
Der Werth des Ausdruckes (l.) für w = a.^ heisse T''^\ 
Aus Gleichung (8,) No. 6 und vor. Nummer ergiebt sich, dass der Ausdruck 

(2.) i>(V,--,9x,w,i)«-9.....,-..,0("'-«J ' * ' 

fLir w = a.^ nicht unendlich wird. 

Multiplicirt man aber die 1*^ 2'°, c— J", c+ ]%..., h'° Horizontalreihe von 
-^(^xi' ■■■' 9kc-i''''o'9'/c+i' ■■■' 9™) resp. mit 

(»-«,)-'■■, (»^«j-'', ..., {«•-«,)-''-', {«,-„,)-"*•, ..., {w-«.,r'', 

ferner die l'^, 2'", ...,«.'" Verticali'eihe resp. mit (vf — ß^)""', (w? — «^ )"""', .,., (w~a )", 
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80 ist also die so transformirte Determinante mit (w—a.^) "^ multiplicirt für 
w = tt. endlich. Die einzelnen Elemente dieser Determinante ausser denen 
der c'"" Horizontalreihe sind für w ^^ a^ nur unendlich wie ein Ausdruck L. — 
Nach der zwischen ^^ und den ^.^^ bestehenden Beziehung (1.) No. 6 und vor. 
Nummer enthalten die einzelnen Glieder der c'™ Horizontalreihe mit {w — a^ ' 
multiplicirt nur Potenzen von w — «,, deren Exponenten in ihrem reellen Theile 
nicht negativ sind. Sind daher U^,U^, ..., U^ die Unterdeterminanten der 
transformirten Determinante nach der c*™ Horizontalleihe, so liefern nur die- 
jenigen Anfangsglieder der Keihenentwickelungen füi- 1)^^ l)^^, ..., t)^^ zum Aus- 
drucke (2.) für w = K.^ nicht verschwindende Beiträge, welche in den Ent- 
wickehmgen der ü^, E7^, ..., U^ Potenzen von w — a^ hervorbringen, deren Ex- 
ponenten nicht grösser sind als der reelle Thcil von r^ — r^. 

Die Potenzen von w — a^ und log (w — k^) lassen sich innerhalb _B in 
Reihen, welche nach positiven ganzen Potenzen von w fortschreiten, ent- 
vpickeln, weil mod w <: mod «^ innerhalb E. 

Ebenso gelten für die Integrale 1)^ in der Umgebung von w = 0, also 
212] innerhalb E Ueihenentwicklungen nach Potenzen von v> und logw; von 
der in Gleichung (3.) vor. Nummer angegebenen Form. 

Man behalte nun zur Berechnung des Ausdruckes (2.) für mj =^ k 
von den Heihenentwickelungen der Integrale ^.^,, ^^^, -.., Q^^ nur so 
viele Anfangsglieder bei, dass die Exponenten der Potenzen von 
w — a.^_ in den Entwickelungen der U^^U^, ...,1J^ nicht grosser sind 
als der reelle Theil von r^ — r^, entwickele alsdann die sämmtlichen im 
Ausdrucke (2.) verbleibenden Potenzen von w — «^ und die Potenzen von 
log(w — ß^) nach Potenzen von w, und setze aixch für ^^ die Reihe (3.) vor. 
Nummer, so nimmt der Ausdruck (2.) folgende Form an: 

(3.) 9tl{^)-^ 9'c,'c(w)logM' + He*c(w)[logM;]', 

wo (»^"^(w), p"j(w), - . ., p"^(w) nach Potenzen von w fortschreitende Reihen be- 
deuten, die innerhalb E convergent sind. Da aber der Ausdruck (2.) für 
w = a.^ endlich ist, so folgt, dass auch die Form (3.) für mj = «^ endlich ist. 
Multiplicirt man daher die Gleichung (8.) No. 6 beidei-seits mit 

(jC--«x) 
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und setzt w = a,^, so ergiebt sich: 

g^°JK) + pI'^K) log b -^+ - - - + &%(a.,_) (log aj _ 



(4-) 



Q<y:> 



Alis den Gleichungen (5.), (6.), (7.) No. 6 folgt aber 

(6.) "1? - -gf . 

so dass der Ausdruck (4.) den "Werth von b''^^ liefert. 

10. 

Die durch Gleichung (1.) No. 6 festgestellten Relationen zwischen den. 
\j^ und den ^^|, lassen sich unmittelbar als Eelationen zwischen dem zum sin- 
gulären Purdite z = aa zugehörigen Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) No. 4 J/^, ^,, ^■^^?/„ und dem zum singulären Punkte 
s — s^ zugehörigen Fundamentalsystem von Integi-alen derselben Differential- 
gleichung ^xi' ^/x!' ■■■' ^xii darstellen. 

Setzt man in der That in Gleichung (I.) No. 6 für w die Wurzel w^ der 
Gleichung (3.) No. 4, welche für 3 = aa verschwindet, so gehen 9^, ^„, ..., ^^ 
in J/j, i/j, ...,»/ über, welche innerhalb G, dargestellt sind (s. No. 5 am Ende). 
Durch dieselbe Substitution für w gehen aber auch die in der Umgebung 
von K,^ dargestellten Integrale 9xii 9m' ■ ■■' 9x« ^^ ^-/.. ' ^/-/s 1 ■ ■ ■ > ^ki ü^^i') ^^d. es 
verwandeln sich die Darstellungen der ersteren in der Umgebung von k^ [213 
in Darstellungen der letzteren in der Umgebung von s^, da die erstere Um- 
gebung ganz innerhalb des Grenzla'eiscs K, die letztere innerhalb F' fällt. 

Die Gleichungen (1.) No. 6 geben also: 

wo die Grössen h''^'^ dui'ch die Gleichung (3.) No. 7, oder in dem Falle, dass 
die Differentialgleichung zu der in No. 8 ei"wähnten Klasse gehört, durch die 
Gleichungen (4.) und (5.) vor. Nummer bestimmt sind. 



Wir gehen nun dazu über, innerhalb G^ ein Fundamentalsystem von 
Integralen der Differentialgleichung (].) No. 4 zur Darstellung zu bringen. 
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Zu dem Ende setzen wir das System y^, welches innerhaib G^ dargestellt 
worden, iibei" die AbsonderungscuiTe fort, und zwar längs eines zwischen 
zwei beliebigen der singulären Punkte s^, z^, ..., ^^^^ liegenden Theiles der- 
selben, z. B. zwischen z^ und s^. Nennen wir einen zwischen s.^ und ä^^^^ lie- 
genden Theil der Absonderungscurve l^^ so haben die Integrale y^ auf beiden 
Seiten von l^ unendlich wenig von einander verschiedene Werthe, also sind 
die Werthe der y^ längs l^ innerhalh G^ durch dieselben Reihen No. 5 ge- 
geben wie innerhalb G^. 

Um die Ausdrücke für die y^ längs l^ innerhalb G^ zu erhalten, ver- 
fahren wir folgendermassen : 

Es gehe y.^,^ nach einem Umlaufe um s^ über in ; 

(1-) y«= = <'lJ';.i+<;fe+--- + <-^-^». (a=i, 2, ...,«) 



80 sind die Grössen % bestimmbar, nachdem 
gestellt ist. Bezeichnen wir die Substitution 



9tcm y^^ 



auf- 



mit IL und die Substitution : 



(3.) 



KV ^f 

6™' bi't' 



letzteren mit B[ ". Wendet 



\ K' *«^' • ■ ■ ^m 

314] mit B^, so wie die inverse Substitution dei 
man nunmehr auf y,, y^, ■ ■ ■ , y„ die Substitution 

(4.) B, n, B'-" B, \\ -ß;,-" ---B.^ n., Ä-" = S., 

an, so erhält man die Werthe des fortgesetzten Fundaraentalsystems längs 
/^ innerhalb G^, wenn man in den erhaltenen n linearen Functionen von 
y,} y^^ ■■■1^« f^i' di^ letzteren Functionen die Werthe der Reihen aus No. 5 
für die Pnnkte längs l^ innerhalb G^ setzt. 
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Hiermit sind die Werthe der y^ längs der Absonderimgscurve innerhalb 
G vermittelst der in No. 5 fiir das Gebiet G bestimmten Reihen ausdrückbar. 



Da die Integrale der Differentialgleichung (1.) No. 4 innerhalb G^ ein- 
deutig, endlich und continuirlich sind, so ergiebt sich als Darstellung der 
Fortsetzungen von y^, y^, •■■iy„ innerhalb G^: 

W ".-ä^/l^*' (-''^ '" 

das Integral erstreckt über den innerhalb G^ befindlichen Eand der Abson- 
derungscurve C^. Es bedeutet hierbei yj^) die Function ^^, wenn statt der 
Variablen s die Variable t gesetzt wird. 
Substituirt man in (1.) 

(2.) i = F(w) (s. No. 4 Gleichung (3.)), 

so erhält man 

das Integral über den äusseren Rand des Kreises _E erstreckt. 

Zur wirklichen Berechnung des Integrals (3.) zerlegt man dasselbe in 
Theilintegrale, erstreckt längs je eines Theiles A^ der Peripherie, der zwischen 
ß.^ und «^^, befindlich ist, so dass, wenn man ein solches Theilintegral mit 
A^ bezeichnet: 

In der vor. Nummer ist aber gezeigt worden, wie ?/t,(0 längs des Theiles l^ 
innerhalb G^, also, was dasselbe ist, y^{w) längs l.^ ausserhalb JS mit Hülfe der 
Reihen, die in No. 5 für ^j, j*,, ■-.,?/„ oder, was dasselbe ist, für ti^, 1)^, .. ., ^^ [215 
gegeben worden, ausdrückbar ist. Diese Ausdrücke sind auch in die bezüg- 
lichen A^ zu substituiren. Alsdann liefert Gleichung (4.) das in No. 4, II. 
geforderte Fundamentalsystem \, \, ..., \. 

13. 
Nachdem wir nun in No. 5 und 12 für jedes der Gebiete G^ und G^ ein- 
heitliche analytische Darstellungen eines Fundamentalsystems von Integralen 
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der DifFerentialgleichung (1.) No. 4 gegeben, von der Beschaffenheit, dass jede 
innerhalb des ganzen Gebietes G^ oder G^ gültig ist und innerhalb G^ 
die den verschiedenen Umläufen um s = oo entsprechenden Werthe wie eine 
Potenzreihe liefert, muss noch, wie in No. 4, III. gefordert wurde, gezeigt 
werden, wie von dem einen Gebiete zu dem anderen übergegangen wird. Es 
ist demnach folgende Aufgabe zu lösen. Eine Curve L führe von einem 
Punkte A^ innerhalb G^ zu einem Punkte A^ innerhalb G^, nach- 
dem sie ein oder mehrere Mal die Absonderungscurve über- 
schritten. Gegeben seien die Indices der Curventheile /. , welche 
überschritten werden, die Werthe der y^ in A^ sollen unmittelbar 
berechnet werden, ohne die Werthe derselben für die Continuitat 
der ZwJschenwerthe der Curve L zu berechnen. 

Es überschreite L der Reihe nach die Absonderungscurve in den Theilen 
^o' h'' ^"' ^J' ■■■' K'' ^° aich zwei oder mehrere Indices einander gleich sein 
können, wodurch das mehrfache Überschreiten eines Theiles einbegi'iffen ist. 
Hierbei wird L abwechselnd in G^ ein- und austreten, und zuletzt längs l 
eintreten. Nach No. 1 1 ist beim Eintritt aus G^ in G^ längs l.^ auf das System 
y^,y^i---,y„ die Substitution S_^ anzuwenden, also umgekehrt beim Austritt 
aus Gg in <?, die inverse Substitution S!~'*. Demnach hat man auf !/, i ^/j ^ - ■ ■ ) y« 
die Substitution: 

(1.) s„sp's,&t"--.s,< 

anzuwenden, in den erhaltenen linearen Functionen für die y^ ihre Darstellungen 
aus vor. Nummer zu setzen, und aus den so erhaltenen Ausdrücken unmittel- 
bar die Werthe der y^ in A^ zu berechnen. 



Ist ein beliebiges Integral y der Differentialgleichung {\.) No, 4 dadurch 
gegeben, dass für s = A^,y nebst seinen n — l ersten Ableitungen vorgeschriebene 
Werthe annehmen, so ist zunächst auf bekannte Weise (s, meine Abhandlung, 
216] Bd. 66, No. 2) y als lineare homogene Function des Fundamentalsystems 
^xi^ai---'^n darzustellen, wodurch sein Ausdruck für das Gebiet G^ determi- 
nirt ist. Es sei 

(1-) y^ K,y,+ K,y,-\----^K„y^, 
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80 ist in vor. Nummer bestimmt worden, welche Werthe y,i ?/j, -.., y» in A 
erhalten. Die Relation (1.) ist aber sowohl für das Gebiet G^ als für daa 
Gebiet G^ gültig, folglich sind nur die nach vor. Nummer für die y^ eruirten 
Werthe in (1.) einzusetzen, um den Werth von y in A^ zu erhalten. 



Wir wollen das Vorhergehende durch das Beispiel einer linearen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit vier endlichen singularen Punkten er- 
läutem. Es sei nämlich: 

(1.) (s=-^^)(^=-^^)g- + ^(^-^J(3^=+2^,^-^=)-g-_(t{3^»+2^.^-<);/ = 0, 

WO ft positiv und keine ganze Zahl. 

Diese Differentialgleichung hat das Integral 
(2.) ,, = ,-,.. 

Bezeichnet t] ein zweites Integral, welches mit y^ ein Fundamentalsystem 
bildet, so ist 

(?7J 



dz 






und C eine von Null verschiedene Constante ist (s. meine Abhandlung, Bd. 66, 
No. 2, Gleichung (3.)). Hieraus folgt 



^ = ^'^J (^-s^y p^ + ^'y^' 



wo C" eine neue Constante. 
Daher ist 

(3-) S, 



'4' 



(,-^.)'P- 



ein Integral der Differentialgleichung (1,), 
Da eine Gleichung der Perm 
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4U4 DARSTELLUNG DER FUNCTIONEN COMPLBXER VARIABLEN. 

217] WO K^, K^ Constanten bedeuten, nicht identisch besteht, so bilden y und 
y^ ein Fundamentalsystem. 

16. 
Es werde zunächst vorausgesetzt, dass die vier Punkte ±^, ±z^ nicht in 
gerader Linie liegen, und auf die Differentialgleichung (1.) vor. Nummer die 
Substitution aus No. 12, Abth. I, Gleichung (1,) angewendet: 

(1.) . = -^fr»-+«), 

wo 



so verwandelt sich 



(2-) 



■)0^ 



äy_ 



EMi^iw~-^){vw-S){'yW'-ey]w^~(iH,{v,){yw^-d)''y = 0, 



Macht man dieselbe Substitution in y^, y^, so erhält man ein Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (2.): 



(3.) 



_ {W-I){yiv-S) 
'' 2w 



2 (U,-I)(yu,~d) ■ 

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) vor. Nummer sind ausser 
^ = oc: s = ±g^, s = ±Sj, die der Differentialgleichung (2.) dieser Nummer 
sind ausser «) = 0, dem Mittelpunkte des Grenzkreises K, die Punkte ±1, ±i, 
welche innerhalb K auf der Peripherie von E liegen, und die Punkte 
±— , ±i—, ~\/—j wovon die vier ersten ausserhalb K, die beiden letzten auf 
der Peripherie von K liegen, wie sich aus No. 12 Abth. I ergiebt, wenn ^^, s:^ 
so geordnet sind, dass 

«j 1J, — ^1 »/s > 0. 
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DARSTELLUNG DER FUNCTIONEN COMPLEXER VARIABLEN. 405 

Die zum singulären Punkte w = gehörige determinirende Fundamental- [ais 
gleichung der Differentialgleichung (2.) ist: 

(4.) r'+{l-S(i)r-3(i = 0. 

Es sind daher ^,, Xj^ resp. die zu den Wurzeln derselben —1, 3ft als Exponenten 
gehörigen Integrale derselben. 

Die Absonderungscurve C, ist in diesem Falle eine Ellipse , deren Mittel- 
punkt im Anfange der 0, deren grosse Axe in die Richtung der Geraden 
(Gleichung (10.) No. 12, Abth. I) föUt, und deren Axenlängen sich aus den 
Gleichungen (6.) ebendas. ergeben, wenn man )■ = 1 setzt. 

17. 

Um die Darstellung von 1/^ innerhalb G^ zu erhalten, beschränke man 
w in l)j Gleichung (3.) vor. Nummer auf die Fläche von E, so ist der Factor 
von iv"'' unter dem Integralzeichen innerhalb _E nach positiven j 
Potenzen von w entwickelbar, da mod-|-<;l. Es sei demnach 



so ergiebt sich innerhalb E: 

(2.) >!. = ^-V»-[t~5:t + W*"' -.,- 

Nach No. 2 ist hierin io^ statt w zu setzen, um 7/^ innerhalb G^ 
Nun ist nach Gleichung (1.) vor. Nummer 



(3.) 



wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse innerhalb G^ dadurch bestimmt ist, dass 
für ^ = CO, »f „ = ist. Denn innerhalb G^ ist die Wurzelgrösse von Null 
verschieden, weil dem Werthe s = \/yä der Werth «j^ = i/— entspricht, und 
da dieser Punkt sich ausserhalb JG befindet, so ist auch s = \/yS ausserhalb 
G^ zu suchen. 

Demnach ist innerhalb G^: 
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406 DAßSTELLUNü DER EUKCTIOKEN COMPLEXER VARIABLEN. 

SI9] 18. 

In der Umgebung von ic = 1 ist 
in einer Reihe der Form: 
darstellbar, wo 

(3.) c. = [^(»-«-«L . 

Es sei daher £ ein fester Punkt in der Umgebung von w = I, so ist in der- 
selben Umgebung nach Gleichung (3.) No. 16: 

(4.) l), = 2-,-«,,y"sd»-2""l),E + 2-"«l,,[=-^ + C_,log(»-l) + |;..^(»-ir'], 

wo E ein Constante ist, deren Wertb: 

Ist \)[ der Werth von tf^, in welchen dasselbe nach einem Umlaufe um 1 über- 
geht, 80 folgt aus Gleichung (3.), dass 

(5.) t)l = 2=''+>'7r*:_,5,+ Q,. 

19. 
Die zum singulären Punkte w = i gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (2.) No. 16 ist 
(1.) r{r~l)^(ir^ 0. 

Es sei l)jj, i)jj das zu den Wurzeln 0, 1 — ,« derselben als Exponenten gehörige 
Eundamentalsystem von Integralen derselben Differentialgleichung, so ist in 
der Umgebung von w = i 

(2.) ?,x = i\, ?,, = (!" -0'"'" '!',= - 

wo (}ijj eine nach positiven ganzzahhgcn Potenzen von w — i fortschreitende 
Reihe ist. Es ist für w == i, tf^ = s^ — s^', ferner nehmen wir ^'aatO = ^ ^'^^ 
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DARSTELLXraG DER FUNCTIONEN COMPLEXER VARIABLEN. 407 

Es sei i)^ wie bisher dadurch fixirt, dass sein Ausdruck innerhalb E 
durch Gleichung (2.) No. 1 7 gegeben ist, so ist in dem Flächentheile, [zzo 
■welclier der Umgebung von w = i und der Fläche von E gemeinschaftlich ist : 

(3.) t), = 6f 9, + &</'{«'-*}'"" "l-is- 

Dividirt man diese Gleichung durch ^^ und diifcrentiii-t nach tv, so erhält man: 
(4.) 2"'-'S=i'i>i20~i)-'^x,,{iv), 

wo Xssi'^) ^^^^ nach positiven ganzzahligen Potenzen von w — i fortschreitende 
Eeihe bedeutet, welche für w = i den Werth -j^j- hat. Die Gleichung (4.) 
giebt daher, nachdem man beiderseits mit [w — iy multiplicirt , fixr w ^= i 

(5.) 



"• - 2"(l-rt(«,-r.)[^.,(». + ».)F 
Setzen wir 

1.2 ... a [ div" ],(_,- ^'" 
mit der Nebenbestimmung, dass 

oder 

s,, = 0, 

je nachdem m :=- oder m = d, wenn m die grösste ganze in ^^ enthaltene 
Zahl bedeutet, so dass 

H, = m + l, 0<: A< 1, 
so ist 



/[« 



für w = i endlich. Es folgt daher aus Gleichung (3.), dass ebenso 

für 'W = i endlich ist, und demnach von der Form 

ist, wo lUjj eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von w — i fortschi-eitende 
Keihe bedeutet. 
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DAKSTEI-LUKG DER FUNCTIONEN COMPLEXER VARIABLEN. 

Es ergiebt sich daher aus Gleichung (3.) 

1 2'f +' t), /" [s - {m; - i)-" f;„ s,„ {w - i)«l dw 



(6.) 
!i] Für w = i giebt diese Gleichung 



ti»i). + (»-;)- a.. + 3'"' ».(-i)'-"!. ,';'i^'' 



(7.) 6» = a-^y [s-(»-i)--|.v("'-i)']*''-g'"'(-i)-''S. „'/fl" ■ 

Das Integral in dieser Gleichung erstreckt sich innerhalb E, und die Be- 
rechnung desselben ist auszuführen, indem sowohl S als auch die Potenzen 
(w — iy^*' nach Potenzen von w entwickelt werden, wodurch der Ausdruck 
unter dem Integralzeichen in eine nach Potenzen von w fortschreitende Reihe 
verwandelt wird, die eine Integi-ation bis w ^ i zulässt. 

20. 

Die Gleichung (1.) vor. Nummer ist auch die determinirende Funda- 
mentalgleichung der Diiferentialgleichung (2.) No. 16 für die singulären Punkte 
w = —1, w = —i. Bezeichnen wir die zugehörigen Fundamentalsysteme resp. 
mit ^j,, t)j, und ^,^, l)jj, so dass 

(1.) %, = ^^, 9«. = Ot' + i)'-''')',,, 

(2.) i)„ = 9,, t),. = («'■ + 0'-^^,, 

wo i'aj, ([J« nach positiven ganzzahligen Potenzen resp. von w + l und w+i 
fortschreitende Eeihen sind, die resp. für ■w = ~L und w ~ —i den Werth 
Eins haben. 

Es ist alsdann analog der Gleichung (3.) vor. Nummer 

(3.) ^, = h'fi), + if(w + ly-f''^,,, 

(4.) l), = hT\), + i'^'it'> + iy'i' ']',,. 

Es ergiebt sich analog der Gleichu.ng (5.) vor. Nummer 
(6.) 



«(i-rt^iK«-»;)]" 
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DARSTELLUNG DER FUNCTIONEN COMPLEXER VARIABI-EN. 

und wenn man: 

1.2 ...a [ äw" J,_ , ~ *'"' 



r (?''g(M) + i)" ] 



1.2... Q L dw" 
setzt, so ist analog der Gleichung (7.) vor. Nummer 

(7.) hT - 2»,-+'J~'[s-{«, + l)-."2„s,„(« + l)"]&«-2'.-'|,.^i"---, ["^ 

(8,) b['' = 2='"+' f~'\s-iw + i)->^^,s,„{w-\-ir]äto-2'"^*^i^-'^-^, ff" , 
./qL J ntt + i — (( 

woiin die Integrale innerhalb E zu erstrecken und wie das Integi'al in Glei- 
chung (7.) zu berechnen sind. 

Bezeichnet man mit 5"', t)^*', tj^" die Werthe, in welche ^^ nach einem 
Umlauf resp. um i, —1, ~i übergeht, so folgen aus den Gleichungen (3.) 
vor. Nummer und (3.) und (4.) dieser Nummer die der Gleichung (4.) No. 18 
analogen Gleichungen: 

(9.) j t)f = hf>[l-a\\i^+u%, 

wo 

gesetzt ist. 

Die Bestimmung der Grössen h'^\ &"' hätte nach "Vorschrift der No. 9 
erfolgen können, wenn man aus der Differentialgleichung (2.) No. 16 für l)^ 
und die t)^^ die hinreichende Anzahl von Gliedern ihrer Reihenentwickelungen 
abgeleitet hätte. Wir zogen es aber bei unserem Beispiele vor, die Berech- 
nung dieser Grossen direct an die Form des Integrals ^^ Gleichung (3.) No. 16 
anzuknüpfen. 

21. 

Nach No. 12 ist innerhalb G^ 



(^■) ^- = ^f-. 



■{yiif— 2siv + d) 
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410 DARSTELLUNG DBR TUNCTIOXEN COMPLEXER VARIABLEN. 

das Integral über den äusseren Kand des Kreises -E erstreckt. Wir haben 
nach der dortigen Vorschrift dasselbe in vier Integrale zu zerlegen, erstreckt 
über den äusseren Rand der vier Quadranten , in welche die singulären Punkte 
± 1 , ±i die Peripherie zerfallen. 
Setzen wir 

SO ist 

(3.) tf^ = ~— t| / i^^ltäw^- I ti^Bdw+ I ^^Mdw+ j ^^Edwl, 

323] die sämmtlichen Integrale längs des äusseren Randes des entsprechenden 
Quadranten erstreckt. 

Nach den Gleichungen (9.) vor. A^ummer und den Vorschriften der 
No. 11 — 12 ist 

] -i 

(4.) ( f ti.Ediv =: j [{b'l'+b'f'a){l~a)t}, + a'%]R(lw, 

\ J %RdiD =- f [(¥,''■ + Jy;'a + h['>a')(l-a)t,,+ a't)JBdiü, 

WO die Integrale linkerhand längs des äusseren, die entsprechenden rechter- 
hand längs des inneren Randes des von den beiden Grenzen des Integi-als 
abgetheilten Quadranten zu erstrecken sind. Werden die Werthe (4.) in 
Gleichung (3.) subatituirt, so kann man in jedem der vier Integrale für Xf 
die Entwickelung nach Potenzen von w aus Gleichung (2.) No. 17 setzen, und 
die Integrationen vollziehen, 

Man besitzt also in der Gleichung (3.) nach dieser Substitution eine ein- 
fach berechenbare Entwickelung gültig im ganzen Gebiete G^^. 

Der Übergang aus dem einen Gebiete G^ in das andere G^ geschieht mit 
Hülfe der in No. 18 — 20 enthaltenen Formeln nach Vorschrift von No. 13 
und 14. 

Liegen die vier Punkte ±^^,±0^ in gerader Linie, so ist die Differential- 
gleichung (1.) No. 15 nach No. 13 Abth. I zu transformia-en. 

Greifswald, den 30. Juli 1872. 
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ANMEKKUNGEN. 



abgofasste Abhandlung des 
n den Wiasen- 



1) Änderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S, 'S&i, Zeile 2 wüiden statt würde, 

10 T. u. so ist, da statt ao iat auch, da, 
., Gleichung (4.) w,t-^f- statt w, — |^, 
, Zeile 10 Function i1j(id> von w statt Function von i 
14 V. u, und auf dessen statt und dessen, 
8 V. u. m+l'on statt m + 1, 

3 ivelciier statt welche, z^ statt s, 
7 ist statt sind, 
B IlorizOütalreibe statt Vevtioalreihe, 

4 liefert statt liefern, 
14 V. u. bat man statt ist, 

2) Wie ziierst Herr Nekeassoff bemerkt bat (siebe die in russiscber S 
Herrn Antssimoff „Die Grundlagen der Theorie der linearen I 
scbaftlichen Berichten der Universität Moskau, Mathematische Abtbeilung, Ausgabe IX, 1889) ist die ia 
dem Satze am Schlüsse der No. 3 (S. 369) enthaltene Regel für die Bestimmung des Radius des Grenz- 
kreises nicht allgemein gültig. Vergl. hierzu die Abhandlungen: _ 

Fuchs, Bemerkung zu der Arbeit im Bande 75, S. 177 dieses Journals, Journal für die reine u. aiigew. 

Mathematik, Bd. 106 (1890), S. 1-4; 
Kekeässoff, Über den FucHSscben Grenzkreis, Mathematische Sammlung (Zeitschrift der Moskauer 
mathematischen Gesellscbaft) Bd. 14, 4 (1890) 8.537-543 (russisch); 
^- , Über den FuCHsscben Grenzkreis, Mathematische Annalen, Bd. 38 (1890), S. 82—90; 
Fuchs, Über eine Abbildung durch eine rationale Function, Journal für die reine u. angew. Mathematik, 

Bd. 108 (1891), S. 181-192; 
ANiasmoFF, Über den FocHSschen GrenzkrcK, Mathematische Annalen, Bd. 40 (1892), S. 145—147; 
Anmerkung der Annalen-Redactiou, ebenda S, 147—148; 
Amissimoff, Der FucHSsche Grenzkreis, Warschau, 1892 (russisch); 

— , Bemerkung über den FüCHSschen Grenzkreis, Mathematische Sammlung, Bd. 16 (1892), 
S. 234-235 (russisch); 

62* 
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tla A"N"MEY^KU^( E\ 

NEKBASBOrF EiklaruDgen veianla^it diiich die Abhanflliiag des Herrn Piof Fuchs im CVIII. Bande 
des Joiiinih fm Mithemitit Matbematisclie Sinnilung Bd It (1892) S 219—227 (russisch); 
FlCH« Ubei eine besondeie Gattung von ratioaaleü Cunon mit imagmaien Doi pelpunkton, Sifznngs 
berichte Ici K prci^s Akademie der Wissens h 19l.n % 74—7"^ 

Auf den Gegenstand der eisten Altheiluug der vor&tehenden Äilicit beziehen sii,]! noch die Ab 
handlungen XV \1 H TVIII dieses Bandes 

Dei Sthluas auf S 393 Zeile 4 3vu bedarf noch einer genaueren Befcrnndnng d^ aus derThat^ache, 
class eine Fii iction in einem Punkte dei Peiipherie de^ Conveigenzkreiaes der zu einer ein Elemant dieser 
Function dai stellenden Potenzielle gehört einen endlichen Werth 1 esitzt nicht ohne ^^eiteies gefolgert 
weiden kann dasi diese Potenzreihe in jenem Punkte auch convergirt Fui den hiei vorliegenden Fall 
und noch für gewisse Falle allgemeinerer Nitni hat Hen Thom£ (Journ-d für die i eine u angew. Mathe- 
matik Bd 87 (I'^79) S 247-257 und S31-349 veigl Bd lo (13'^3) s 97, Bd 100 (1887) S 167ff) 
die Frage der Convergenz der in Betia ht kommenden Potenzreihen m den lunkten dei Peiipherie 
ihies Convergenzkiei es mit Hülfe dei Theorie der FouEiER'icben Reihen erledigt man yergl, auch die 
DiTstelluno unl Anwendung dei TnoMf'Bchen Untersuchungen im >Handbuche der Theorie der linearen 
Diflerentiol^lPir-hungont Bd I fI8i5| S ''■'bft unl s 4j4ft ScH. 
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XV. 

ÜBER DTE DARSTEIXUNG DER FUNCTIONEN 
COMPLEXER VARIABLEN. 

Anhang zur Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 177 ff. ^), 
(Journal für die reine und angewandte Mathematilä:, Bd. 76, 1874, S. 175—176.) 



Um eine Function f{s) der complexen Variablen s innerhalb des in [17s 
obiger Abhandlung mit G, bezeichneten Gebietes darzustellen, ging ich (s. 
8.20;-!^) der Abh.) von der Entwickelung aus, welche für die durch die ratio- 
nale Substitution 

(1.) « = F(w) 

transformirte Function 

(2.) f{F(«)) = aw) 

in der Umgebung von M) = 0, demnach innerhalb _B gültig ist. Dieselbe sei : 

(3.) f.(») = W)- 

Um nun für jeden Punkt s der Fläche G^ den Werth f{z) der Function zu 
bestimmen, muss man den zu s gehörigen Werth w =: »r^ berechnen, und in 
die Gleichung (2.) substituiren. 

Es wurde dort (S. 204°), No. 3) bemerkt, dass die Entwickelbarkeit von 
f{z) innerhalb G^ von der Kenntniss des Verlaufes des Zweiges w^ der alge- 
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414 DARSTELLUNG DER FUNCTIONEN COMPLEXER VARIABLEN. 

braischen Function w von s aus Gleichung (1.) abhängig sei, und hinzugefügt, 
dass die algebraischen Functionen bei der Darstellung transcendenter Func- 
tionen mit Recht als bekannte Elemente vorausgesetzt und verwerthet werden 
dürften. Auf diese Bemerkung ist auch auf S. 178^) in der Einleitung hin- 
gewiesen worden. 

Der Zweck dieser Notiz ist nachzuweisen, dass die ausgesprochene 
Voraussetzung der allgemeinen Kenntniss des Verlaufes der 
Zweige algebraischer Functionen für unseren Zweck überflüssig 
sei, und damit eine Schwierigkeit, welche der Anwendung der dort ent- 
wickelten Principien entgegenstehen konnte , als eine nur scheinbare erkennen 
zu lassen. 

In der That ist dort (s. S. 194*)) nachgewiesen, dass die Flächen G^ und 
M dm'ch die Substitution (I.) vermittelte Abbildungen von einander sind, dass 
demnach jedem Punkte s innerhalb G^ ein und nur ein Punkt w der 
Fläche E nach Gleichung (1.) entspricht. 

176] Da der Kreis _E die Einheit zum Radius hat, so ergiebt sich, dass unter 
den Wurzeln ic der Gleichung (1.) für jedes s innerhalb G^ stets eine und 
nur eine vorhanden ist, deren Modul kleiner oder gleich Eins. 

Diese Wurzel ist der gesuchte Werth w = w. 

Man kann demnach zu jedem s innerhalb G^ den zugehörigen Werth 
w = w^ eindeutig finden, und alsdann mit Hülfe der Gleichung (3.) den 
Werth von f{s) berechnen. 

So würde in dem Beispiele S. 218^) Gleichung (3.) ebendaselbst für ein 
bestimmtes s das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu wählen sein, dass der 
Modul von w^ kleiner oder gleich Eins. Der andere Wurzelwerth der Gleichung 

yw^— 2siv + d = 
hat dann in der That einen die Einheit übertreffenden Modul, weil 
mod — >- 1. 

r 

Greifswald im April 1873. 
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ÜBER REIATIONEN, WELCHE EÜR DIE ZWISCHEN JE ZWEI 

SINGULÄKE^^ PUNKTEN ERSTRECKTEN INTEGUALE DER LÖSUNGEN 

LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN STATTFINDEN. 

(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76, 1874, S. 177—213.) 



Den Satz über die Vertauscliung von Parameter und Argument bei [177 
der dritten Gattung der liyp erelliptischen Transcendenten, aus welchem Herr 
Weierstrass (Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49^)) die seiner 
Theorie dieser Transcendenten zu Grrunde liegende Verallgemeinerung der 
LEGENDREschen Gleichung für die Periodicitätsmoduln der Integrale erster und 
zweiter Gattung hergeleitet, hatte bereits Abel (Oeuvres completes t. II., 
p. 54 — 6 5^) auf lineare Differentialgleichungen ausgedehnt. Jacobi (dieses 
Journal B. 32 und mathematische Werke B. I, S. 363^)) hat den Entwicke- 
lungen Abels eine übersichtlichere Gestalt gegeben und sie weiter ausgeführt. 
Es war jedoch — wie er am Schlüsse der eben erwähnten Abhandlung be- 
merkt — unmöglich, den entwickelten Theoremen eine wohlbestimmte Form 
zu geben, weil zur Zeit für die Ergi'ündung des Charakters der Functionen, 
welche linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten genügen, 
noch wenig geschehen war. — 

Die Resultate meiner Untersuchungen über die Natur dieser Functionen 
haben mir nunmehr auch die Mittel gewährt, in der folgenden Arbeit die 

1) WeieräteaSä' Werke, Bd. I (1894), 3. lU ff. Seh. 
' ') NonveUB Edition, t, n (1S31), S. 47— GJ. Seh. 
3) Jacol>ls geEniQUieltüi Wetie, Bd, n (1882], 6. ISI B. Sob. 
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416 ZUR THEORIE DEB LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

AsEL-JACOBischen Theoreme zu präcisiren. Gleichzeitig gestatteten sie, aus 
denselben Relationen für die zwiachen je zwei singulären Punkten erstreckten 
Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen Relationen herzuleiten, 
analog denjenigen, welche Legendre für die Periodicitätsmoduln der ellip- 
tischen und Herr Weierstrass für die der hyperelliptischen Integrale gefunden. 



Sind A^, A^, A^, ..., A^ Functionen von x^ und setzt man mit Jacobi 
(1-) M, = A,y + A^i,' + Ä,y">+--- + A^f", 

wo y die i*" Ableitung einer Function p von x bedeutet, ferner 

17s] so ist auch 

(8.) bjl = -B.i, + ^(7*.!/)-^^(B,!,) + ...±-;^W.!,), 

und für zwei beliebige Functionen y und s von x 

^[yl + ybl 

ein vollständiger Differentialquotient (s. J. M. W. B. I, S. Sev"-)). Wir be- 
zeichnen mit Jacobi 

(4.) fHyl + y[^Vid^ = bj,^]. 

Um die durch das Integral eingefühite unbestimmte Constante zu fixh'en, soll 
im Folgenden immer sein : 

(6-) [S,^] = ±,H„ 



(6a.) 



Sind y und s resp. Integrale der Differentialgleichungei 



1) JacobiB Werke, B 
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ZUR THEORIE DER LIKEAKEN DJl'TF.REPiTrALGLEICHUNGEX. 417 

SO wird nach Gleichung (4.) der Ausdruck [.'/, ^] eine von x unabhängige 
Grösse. 

Es werde jetzt vorausgesetzt, dass A^^A^^...^A^ ganze rationale Func- 
tionen von x seien. Nennt man alsdann mit Jacobi 31^ die Function von «, 
welche aus A. erhalten wird, wenn man a für x suhstituirt, und setzt: 

so ist P. eine ganze rationale Function von x und ct. 

Vertauscht man die unabhängige Variable x in [yl^i [yJa, [^)^] rnit der 
Variablen ß, und nennt die Functionen, in welche y und 3 dadurch über- 
gehen, i), ä, so wollen wir die Resultate resp. mit [l)]^% \^l\ [^,3]'"' bezeichnen, 
während im Gegensatz hierzu für die unveränderten Ausdrücke resp. die 
Zeichen [^]f' , \_y^-, \_y-, ^]'*' eintreten. Man hat alsdann nach Jacobi 



6.) 



[179 



(6a.) f/=-P„ + . 

eine ganze rationale Function von x und a ist. Setzt man 

(7.) 'U= ^G,„,a^x^\ 

so zeigt Jacobi, dass C den Coefficienten von x^ in ^^m. Ausdrucke [ir"™"'] 
oder auch den Coefficienten von a" in dem Ausdrucke [— k""^"']'"' darstellt. 
Es seien y und % zwei Integrale resp. der Differentialgleichungen 

(8.) {yV = 0. [iir = 0, 

so ist nach Gleichung (4.) 



Multiplicirt man die erste Gleichung mit j, die zweite mit y und subtrahirt, 
so erhält man, mit Rücksicht darauf, dass 
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nach Gleicliung (6.) 

2. 

Es gehöre die Difterentialgleiohiing 
(1.) Mf = 

zu der Klasse derjenigen, welche ich in früheren Arbeiten dahin charakteiisirt 
habe, dass ihre Integrale für einen singulären Punkt a mit einer Potenz von 
x — a und für a; ;= co mit einer Potenz von — multiplicirt nicht mehr unend- 
lich werden. — Sind a^, «^, ..., o die singulären Punkte der Diiferential- 
gleichung (l.) und setzt man 

i?(x) = (x-a,)(x-a,)...(x-a,], 
so hat dieselbe alsdann die Form: 

(B.) [./ir = i-J^i-^-uW^W!/"' = 0, 

igo] WO F^{x) eine ganze rationale Pnnction des /e**" Grades bedeutet, siehe 
meine Abb. Bd. 66 dieses Journals, S. 3 39 ff. ^). 
Die Differentialgleichung 
(2.) Mf = 

wird alsdann: 

(C) wr = |.(-i)-^i^,.-.,„-„wi'W"«i = 0. 

Entwickelt man die Differentialquotienten in dieser Gleichung, so ergiebt sich, 
dass dieselbe die Form hat; 

(3.) wf = i;.e»-.„,-.,w-FW«"' = 0. 

wo wiedeiTim G^{x) eine ganze rationale Function von x des k^^" Grades bedeutet. 
Es gehört daher die Differentialgleichung (C.) ebenfalls zu der erwähnten 
Klasse von Differentialgleichungen, und sie hat dieselben singulären Punkte 
wie die Differentialgleichung (B.). 
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Es sei a einer der singularen Punkte a^, a^, ..., a , so ist nach der in 
meiner oben citirten Abh. S, 147^) gegebenen Vorscbrift, wenn man in der 
Differentialgleichung (B.) y durch (x — afu ersetzt, der Coefficient von (o; — ö/m 
im Kesultate der Substitution, für x — a, die linke Seite der zum aingu- 
lären Punkte a gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (B.), Dieselbe lautet also: 

Substituixt man ebenso (x — afu für s in die Differentialgleichung (C), so ist 
der Coeflicient von {x—aju im Resultate der Substitution, für a; = «, 

(E.) "f.(-i)-'-i'i,s-„(«)n«r'(«-i+«)(«-»+»-i)--.(»+i)--fv„{») - 0- 

Dieses ist die zum singulären Punkte a gehörige deterrainirende Fundiimental- 
gleichung der Differentialgleichung (C.) oder (3.). 

Setzt man in derselben 
(4.) s = -r-1, 

80 verwandelt sie sich in die Gleichung (D.). 

Es findet also zwischen den zu demselben singulären Punkte gehörigen 
detei-minirenden Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen (B.) und 
(C.) die Beziehung statt, dass die "Wurzeln der einen die entgegen- 
gesetzten "VVerthe der um Eins vermehrten Wurzeln der anderen 
sind, 

3. [i8i 

Es sei 

SO hat die Differentialgleichung (B.) wieder die Form: 

(2.) h^r = 0. 

Setzt man 

m(p-l) = p, 

so ist A^ eine ganze rationale Function vom Grade p + ^. 



Hosted by 



Google 



420 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFEREKTIAL GLEICHUNGEN. 

Subwtituirt man — für x in A^^ so wird 

(3-) ^^ = ^' 

WO C^ eine ganze rationale Function von ii vom Grade p + A bedeutet. 

Setzt man den Werth (3.) in die Differentialgleichung (2.) ein, so wird 



(4.) ScC^«"-";/'" = 0. 

iSubstituirt man hierin 

(5.) y = li'v, 

wo V eine Reihe der Form 

(6.) V = a„ + — '-- + -1- +■■■ 

bedeutet, so erhält man: 

(7.) S„PaM"""^-'"' = 0- 

wo 

?A=-"Sa(-l)''(^ + ")a'-('- + l)...('- + a-l)C,+„ 

und insbesondere: 

A= i<.(-i)"»-t'-+i)---(*- + ö-i)C'.- 

Setzt man in (7.) — für u und die Reihe (6.) für v, so ist die niedrigste 
Potenz von — im Resultate der Substitution die n'", und zwar ist der Coeffi- 
cient von [— ] der "Werth von P^a^ für « = 0. Bezeichnet man daher mit 
%^ den Werth von C^ für u = d oder den Coefficienten der höchsten Potenz 
182] von X in ^1^^, so folgt daraus, dass P^ für u = Q verschwindet: 

(8.) |;^(^i)V(»- + l)...Cr + a-l)g„ = 

als determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.) für den 

Punkt X := OD. 

Die linke Seite der zu ir ^ co gehörigen deterniinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.) wird daher 
gefunden, wenn man in (2.) {— J v für y substituirt, den Coefficienten von 
■u in der transformirten Differentialgleichung herstellt, denselben mit x''^ multi- 
plicirt und im Resultat x ^ oq setzt. 



Hosted by 



Google 



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUXGEN. 421 

Substituirt man daher in der Differentialgleichung (2.) voriger Nummer, 
welche gleichbedeutend ist mit: 

(9.) |.(-ir'^iA»i = o, 

worin der Grad des Coefficienten von s ebenfalls der p^" ist, 



so erhält man : 

(10,) £(-ir'^{o„.*^-=*"'^i = o- 

Da C„, C^, ..., C^ für x = ca oder «( = endlich sind, femer die Ableitungen 
^ter Ordnung derselben mit x'' multiplicirt noch Null, so ergiebt sich als Co- 
efficient von iv in Gleichung (1.0.) mit x"'^ multiplicirt für x =^ oo 

^a(-iy-'iP~s + a)(p-s + a~i)...{p-s + l)^„. 

Demnach ist die zu « = oo gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Diiferentialgleichung (fi.): 

("■) i;,(-ir'(iJ-s + Q)(ii-s+o-l)...(i5-s+l)S„ = 0. 

Setzt man hierin 

(12.) 2}-s + l = r oder s = p-r + 1, 

so verwandelt sich dieselbe in die Gleichung (8.). Man hat daher als Er- 
gänzung zu dem Satne am Schlüsse der vorigen Nummer den Satz: 

Es findet zwischen den zu a; = oo gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen der Differentialgleichungen (2.) und (9.) die Beziehung 
statt, dass die Wurzeln der einen aus denen der anderen er- [1E3 
halten werden, wenn man die letzteren der Reihe nach von p + i 
subtrahirt. 

Wir wollen im Folgenden Differentialgleichungen, welche zu einander 
in derselben Beziehung stehen wie die Differentialgleichungen (B.) und (C.) 
adjungirte Differentialgleichungen, die Wui'zeln der zu demselben singulären 
Punkte oder zum Punkte x = 00 gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen je einer dieser Differentialgleichungen, welche resp. durch die 
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Gleichung (4.) voriger Nummer oder Gleichung (12.) dieser Nummer mit ein- 
ander verknüpft sind , adjungirte Wurzeln , endlich die Elemente der zu 
demselben singulären Punkte oder zum Punkte 3; = ca gehörigen Fundamental- 
systeme von Integralen je einer dieser Differentialgleichungen, welche adjun- 
girten Wurzeln als Exponenten entsprechen, adjungirte Elemente nennen. 



Sind die Coefticienten der Eunetionen F ,^{x) in Gleichung (B.) un- 
bestimmt, so kann man dieselben so wählen, dass sie für die einzelnen singu- 
lären Punkte a^, a^, ..., a beliebige vorgeschriebene Werthe annehmen. In 
der That seien s,'^\ zf\ ..., s^"' willküi-liche Werthe, die -F!„(,_y(a^) resp, für 
X = a^, a^, ..., a erhalten soll, so kann man: 

(!■) "„-„(") = -fwi j^^:^ + JfW-B"W 

wählen , wo E"" (a)) eine unbestimmte ganze rationale Function des Grades 
^{ß — )) — ß bedeutet. 

Setzt man andererseits In Gleichung (D.) für r successive die beliebigen 
aber von einander verschiedenen Werthe '",5 ''si • ■ ■> »'„, so liefern die so ge- 
bildeten n hnearen Gleichungen mit den Grössen 

",-,(«), F^-rX"), ■■■, K,,-M 

als Unbekannten für dieselben bestimmte Werthe, weil die Determinante des 
Systems gleichbedeutend ist mit dem Producte der Differenzen der Grrösseu 
')\,')\, ..., r^ multiplieirt mit einer Potenz von F'{a). 

Wenn also in der Differentialgleichung (B.) die Coefficienten F , ,X^) 
unbestimmt sind, so können sie so gewählt werden, dass die Wurzeln der 
zu den einzelnen singulären Punkten ct^, a^, ...,« gehörigen de- 
ter mini r enden Fundamentalgleichungen beliebige vorgeschrie- 
bene Werthe erhalten. 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die sämmtlichen Wurzeln der 
zu den einzelnen singulären Punkten a^, a^, . .., a^ gehörigen determinirenden 
184] Fundamentalgleichungen der Differentialgleichung (B.) von einander 
verschieden und in ihrem reellen T heile negativ und absolut 
kleiner als Eins sind. 
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Nach dem Satze am Schlüsse der No. 2 sind alsdann anch die Wurzeln 
der zu den einzelnen singalären Punkten ß^, a^, ..., « gehörigen determi- 
mrenden Fundamentalgleichungen der adjungirten Differentialgleichung (C.) 
von einander verschieden und in ihrem reellen Theile negativ 
und absolut kleiner als Eins. 



Wii- wollen zeigen, dass es ausserdem möglich ist, die Coefficienten der 
Functionen F^fg_ij{^) so zu bestimmen, dass für jede der zu 3i ^ oo gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Differentialgleichung (B.) 
als ihrer adjungirten die Wurzeln von einander verschieden und in ihrem 
reellen Theile positiv und grösser als Eins sind. 

In der That ist in der Gleichung (1.) voriger Nummer E''"(x) unbestimmt 
geblieben. Der Grad dieser ganzen rationalen Function wird durch die Zahl: 

angegeben, welche für p > 1, jt >- 1 nicht negativ ist. Der Coefficient der 
höchsten Potenz von x in F ^ (x) stimmt daher nach Gleichung (I.) voriger 
Nummer mit dem Coefficienten der höchsten Potenz von x in E'"{x) überein, 
wenn ft > 1. Man kann demnach E^,, 6^, S^, . . ., (S.^_^ beliebig wählen, während 
nach Gleichung (1.) voriger Nummer 

Bezeichnet man mit '>'.^fr^,...,r^^ die Wurzeln der zum eingulären Punkte 
a. gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Diiferentialgleichung 
(B.), so ist nach Gleichung (D.) No. 2: 

also 

(2.) 6... = -2-- + <,^^iiFi, 



wo S)- die Summe sämmtiicher Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 
Punkten a^, ß^, ..., a gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der 
Differentialgleichung (B.) bedeutet. 
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185] Bezeichnen wir andererseits mit c^, o^, .-., o„ die AVarzeln der zum Punkte 
a; =^ CO gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist nach Glei- 
chung (8.) No. 3 

(3.) i^-E._, = -p.. 

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt: 

(4.) k' 

Nun sieht man, ähnlich wie in vor. Nummer, dass die Grössen E^, S^, ..., (5^__j 
in Gleichung (8.) No. 3 so hestimmt werden können, dass dieser n heliebige 
von einander verschiedene Werthe o^, a^, . .., o„ genügen. Demnach können 
die Grössen o^, a^, ...,o^ beliebig gewählt werden, wenn sie nur ver- 
schieden sind und der Gleichung (4.) genügen. 
Es sei 

(5.) a„= ! + /(:„ (a = 1,2, ..., w-1) 

von der Beschaffenheit, dass, wenn y.^ der reelle Theil von k^ ist, 

(6.) ß - 1 =. ■/„ =- 0. 

Ist ferner r irgend eine Wurzel einer zu einem singulären Punkte a gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung, und setzen wir: 

(7.) r = -l + t, 

SO ist nach unserer Voraussetzung in vor. Nummer der reelle Theil x von t 
positiv und kleiner als Eins. Nach Gleichung (4.) ist 

(8.) 

Wir bestimmen nun die Grössen t und k^, Ic^, . . . , h^_^ so, dass 



Diese Ungleichung ist immer erfüllbar, wenn p > 1 ist. Es ergiebt sich als- 
dann auch 

(10.) ^« = ^ + K, 
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WO der reelle Theil x^ von k^ der Bedingung genügt 

(Ha.) ^-l>:(„>.0. 

Aus- den Ungleichungen (Ö.) und (6a.) folgt mit Hülfe des Satzes am Schlüsse 
der No. 3, dass auch die Wm-zeln der zu x = co gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der zur Gleichung (B.) adjungirten Differential- [i86 
gleichung (C.) in ihrem reellen Theile positiv und gi'össer als Eins sind. 

Wir wollen jedoch im Folgenden nur voraussetzen, dass für jede der 
beiden zu a; = co gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Diffe- 
rentialgleichung (B.) und ihrer adjungirten die Wurzeln untereinander ver- 
schieden sind. 

6. 
Für die Differentialgleichung (B.) ist der Ausdruck H^ in No. 1 Glei- 
chung (5a.) 

Es sei y ein Integral der Differentialgleichung (B.), so ist in der Umgebung 
eines singulären Punktes a, dessen zugehörige determinirende Fundamental- 
gleichung die Wurzeln r^,r^, ..-,)'„ hat, 

(2.) y =. ±d'>=-af'KM, 

wo K^^ix) nach positiven ganzen Potenzen von x — a fortschreitende Reihen 
bedeuten (s. meine Abh. B. 66 dieses Journals S. I39ff. ')). 
Setzt man 



wo ß von a verschieden, so ist in der Umgebung von a 

(3.) ^[J^,.-..-.,W-F(«=M = §^^.(-1. 

WO ■X^(3;) wie K^{x) beschaffen ist. — Andererseits ist: 
(4.) y'^-'-" = hix^af-'-'+' + 'x^ix), 
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WO Kl(x) wie Kj^{x) beschafFen ist. Aus den Gleichungen (3.) und (4.) folgt: 
(5-) H, = -^-^|j^-«f6 + l^^(^), 

WO <^^{x) wie -S"(,(^) beschaifen ist. 

Nach den in No. 4 gemachten Voraussetzungen ist demnach H, für x^ a 
Null, folglich auch nach No. 1 

(6.) \y, ■ _ =0 (a von a verschieden). 

187] Setzt man in der Differentialgleichung (C.) a für x und bezeichnet ein 
Integral dieser Differentialgleichung mit j, so findet man ebenso, vermittelst 
des zweiten Ausdrucks fiir H^^ in Gleichung (5a.) No. I, und mit Rücksicht 
auf die Voraussetzungen in No. 4: 

(7.) ,ä =0 (x von a verschieden). 



Nimmt man in meiner Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 177^) für 
'^ii'^a' ■■■i'^m+i ^^^ singuläi-en Punkte der Differentialgleichung (B.), so zerfällt 
die «-Ebene durch den Absonderungsschnitt in zwei Gebiete G und G, 
wovon G^ den Unendlichkeitspunkt enthält. Wir haben daselbst gezeigt, wie 
man innerhalb eines jeden dieser Gebiete gültige Darstellungen der Integrale 
herstellen und den Übergang aus dem einen Gebiete in das andere vollführen 
kann. Die singulären Punkte a^, a^, . .., a seien so bezeichnet, dass sie beim 
Fortschreiten längs des Absonderungsschnittes innerhalb G^ in der eben an- 
gegebenen Reihenfolge aufeinander folgen. Wir ziehen innerhalb G einen 
beliebigen Quei^chnitt von co bis «,, welcher weder sich selbst noch die Ab- 
sonderun^curve in einem Punkte ausser «^ schneidet, und setzen fest, dass 
innerhalb G^ vorzunehmende Integrationen diesen Querschnitt nicht über- 
schreiten. 

Für den Fall, dass die Wurzeln der zu x = 00 gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen (B.) und (C.) in ihrem 
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reellen Theile grösser sind als die positive Einheit (s. No. 5), soll im Folgenden 
der Punkt a; = co als Punkt a^ den aingulären Punkten angereiht werden. 

Sind y und j respective Integrale der Differentialgleichungen (B.) nnd 
(C), und zwar letzterer, naclidem in derselben die Variable x mit k vertauscht 
worden, so ist nach Gleichung (A.): 

Bedeutet nunmehr, wie in meiner oben citirten Abhandlung Bd. 75 S. 213^), 
l^ den Theil des Absonderungsechnittes zwischen a^ und a^_^^^ ferner /„ den 
Querschnitt, und integriren wir die Gleichung (l.) in Bezug auf x von a^ bis 
a längs l und in Bezug auf « von a^ bis a^^^ längs /^, beidemal inner- 
halb Gj, so ist, wenn v>ft + l oder v^zp — 1 [iss 

da die Integrationswege von a und x sich nicht schneiden. 

Nach Gleichung (6.) und (7.) voriger Nummer verschwinden die rechten 
Seiten der Gleichungen (2.) und (3). Man hat daher: 



(4.) 



/ äx j dally^ = 0, fi.>. v + 1 oder ft < v-1, 



die Integrale in dem oben angegebenen Sinne erstreckt. 

Die Integrale in (4.) können auch ersetzt werden durch Integrale erstreckt 
längs des inneren Bandes des der Absonderungscurve entsprechenden Kreises 
_E (s. meine Abh. Bd. 75 S. 203ff.^)), indem man für x und a die rationalen 
Substitutionen in w macht und für y und j die nach Potenzen von w fort- 
schreitenden Reihen substituirt. 

8. 
Wir untersuchen jetzt: 

(1.) P"" = [ '""dx f '""äaUm, 
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die IntegTale wieder erstreckt innerhalb G^ resp. längs l und l^^^, oder auch, 
wenn man x und « als rationale Functionen von w darstellt, längs den ent- 
sprechenden Abschnitten l^ und X^^^ des inneren Randes von E. Wenn der 
Punkt ic = oo als a, einzuführen ist, so soll die Integration längs der Seite 
von \ ausgeführt werden, von welcher aus man vom Ti-effpunkte von l^ mit 
dem Absonderungsschnitte längs des letzteren zum Punkte a^ gelangt, ohne 
vorher einen anderen singulären Punkt passirt zu haben. 

Das Integral P"" hat einen endlichen Werth. Denn es werden zwar 
y und j für die Grenzen der Integrale unendlich. Bezeichnet aber a eine 
189] dieser Grenzen, so sind y und j mit Potenzen resp. {x—af^[K — df, deren 
Exponenten in ihren reellen Theilen positiv und kleiner als Eins, multiplicirt 
für X =^ a nicht mehr unendlich. Dasselbe gilt für den singulären Punkt a^. 

Es seien a' und h' zwei Punkte resp, von l und / , welche beide der 
Umgebung von a angehören. Die Umgebung wird, wie immer in meinen 
Abhandlungen , dadurch bestimmt , dass daselbst für die zu a ^^ gehörigen 
Fundamentalsysteme von Integralen der Differentialgleichungen (B.) und (C.) 
die nach Potenzen von x — ß^^^, und a — a^^^^ fortschreitenden Reihen gültig sind 
(s. meine Abh. Bd. 66 dieses Journals S. 122^)). Es ist alsdann; 



(2.) 



p<f" = Cdx f daUyi-V fax C'^^'äctUyi 
! + I dx j daUy^ + f dx f daUyi, 



die Integrale auf denselben Wegen erstreckt wie in Gleichung (l.), 

Nennen wir Q\ die durch den Querschnitt \ zerschnittene Fläche G^^, 
und integriren die Gleichung (J.) voriger Nummer innerhalb G'^ in Bezug auf 
X von a bis a;, in Bezug auf k von h bis a, wo a und h zwei von einander 
verschiedene singulare Punkte sind, x und c; willkürliche aber von einander 
verschiedene Werthe bedeuten, und nehmen beide Wege der Integration so, 
dass sie sich nicht schneiden, so erhält man mit Hülfe der Gleichungen (6.) 
und (7.) No. 6: 
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f'dxj äaUn - [p,f ^ 



ä(7ß ■ 






Addirt man die Gleichungen (2.) und (4.), so folgt 

a (tüti <V+i "^«+1 

Sind § und d zwei Punkte resp. auf l^^ und /^^j, der erstere zwischen «' [190 

und fl ,,, der letztere zwischen V und a . so ist 



(6.) 



dx I daljy^ =^ lim 1 (fe / daJJy^, 



die Integrale längs Z^ und l^^^^ erstreckt, wenn | und in ß hineinrücken. 
Nun folgt durch Integration der Gleichung (1.) No. 7: 



('■) 






(8-) { 
Aus den Gleichungen (5.), (6.), (B.) folgt: 



für I = o , = a 
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Es sei 7]j, Tjj, ,,,, -q^ das zum Punkte x = co gehörige Fundamentalsystem 
von Integi'alen der Differentialgleichung ( B.) , dessen Entwickelung ich in 
meinei Arbeit dieses Journal Bd. 7 5, S. 205ff/) innerhalb G^ gegeben habe; 
C,, Cj, .-., C„ das entsprechende Fundamentalsystem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (C), derart dass tj^^ und C„ adjungirte Integrale darstellen. 
Femer bedeute v] , t] , ..., tj das zum singulären Punkte a gehörige Il\uida- 
mentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B.), C^, C,^, ..., C„p das 
zu demselben singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem von Integralen 
der Differentialgleichung (C). (Über die Definition dieser Integrale s. meine 
Arbeiten Bd. 66, S. 139 ff.') u. Bd. 68, S. 364 ff. ^)). — Man hat alsdann die 
Gleichungen : 



(1-) 



^ X'^^c^™. 



191] In meiner Abhandlung Bd. 75, S. 210ff.'') habe ich gezeigt, wie die Grössen 
b , c zu berechnen sind. 

Setzt man in Gleichung (9.) voriger Nummer y = % und j = ä„ wo 3 
aus C, dui'ch Vertauschung von x mit « erhalten wird, und bezeichnet mit 
j^ die aus C^ durch Vertauschung von x mit a hervorgehende Function, so 
folgt: 



(F.) 



P'i" = J dxj ät,U-r,^i, 



für g = ö^^,, ■& = o^^j. 

Die Grössen c lassen sich duirch die Grössen h vermittelst eines Systems 
linearer Gleichungen berechnen, wie nunmehr gezeigt werden soll. 
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10. 

Es sei ö einer der singiilären Punkte «,, u^, ..., a • f^, f^, ■ ■■if„ ^^^ ihm 
zugehörige Pundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B.), 
9i^9ii ■■•i0„ "^^^ ^"- demselben singulären Punkte gehörige Fandamentalsystem 
von Integralen der Differentialgleichung (C), derart, dass f^ und g^ adjungirte 
Integrale bedeuten, endlich seien r,, r^, .-.,''„ resp. die Exponenten, zu welchen 
f,,f^,...,f„ gehören. Es ist alsdann (s. meine Abh. Bd. 66, S. 139ff. ^)), in 
der Umgebung von a 

(1.) /;, = (x-äf^'^^ix) 

und nach dem Satze am Schlüsse der No. 2 

(la.) </„ = (x-a)~^~'^'''J^^(x), 

wo 9j,(3;) und '^^(iii) nach positiven ganzen Potenzen von x — a fortschreitende 
Keihen und ^^{a), sowie '\>^{a) von Null verschieden sind. 
Setzt man 

(2.) [f.,{h] = hm, 

so ist nach Gleichung (5a.) No. 1 

(3.) m = '|,(-i)7;'-'-"-|fW.-i„^.,w-F(^)'Äi. 

Aus den Gleichungen (1.) und (la.) folgt, dasa in der Umgebung von a: 
ff-"" = {x-a)''^'-*'*^'f',{x), 

WO f^(ir) imd ^[{x) nach positiven ganzen Potenzen von x — a fortschreitende [192 
Reihen bedeuten. Demnach hat H'^ die Form: 

(4.) H^^ix^af^-'^X.ix), 

wo X^{x) eine nach positiven ganzen Potenzen von x — a fortschreitende Reihe 
ist. Demnach ist in der Umgehung von a auch: 

(o,) [/■.,</.] = («~«)'"""XCa^), 

WO X(ic) eine wie Xj^{x) beschaffene Reihe ist. 
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Nun ist nach No. 1 die linke Seite der Gleichung (5.) eine von x un- 
abhängige Grösse. Dieselbe hat einen endlichen AVerth, weil der Werth von 
[Z'niö'b] f^^ '^'^^ ^^^ singulären Punkten verschiedene Werthe von x endlich ist. 
Für a ^ 'S ist nach den Voraussetzungen der No. 4 r^ von r^ verschieden, 
es müssen daher die sämmtlichen Coefficienten der Keihe X(ir) verschwinden, 
d. h. es ist 

(&.) [t,9i\ = für a^6. 

Ist dagegen a ^ fe, d. h. »*[, = *'j, so müssen alle Coefficienten der E.eihe X.(x) 
bis auf den ersten verschwinden, und man erhält 

[/■„«.] = X(a). 



(«.) 




Nun aber 


ist 


und für n 


= S 




M«) 



z(«) = SZ.(«) 

oder 

XM = f.(«)^„(«)Fc.-.„,,-.Wn«)'^K('-„-l)...('-„-A + l)]; 
demnach 

X(») = ,..(«)^.{»)^äF,._,,,_„(«)Ji"C«)'>-.(%-l)...('-.-il + l). 

Bezeichnen wir die linke Seite der zu a gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung der Differentialgleichung (B.), Gleichung (D.), mit D{r) und 
ihre Ableitung nach r mit D'{r), so folgt: 

Xia) = cp,(«)^,(ß)i)K)- 
Es ist demnach 

(7.) [f.,3j = rp,(«)^,t«)ü'(r,). 

193] Da nach den Voraussetzungen der No. 4 die Gleichung (D.) keine gleichen 
Wurzeln hat, so ist -D'O'q) von Null verschieden. Demnach ist der Ausdruck 
in Gleichung (7.) ebenfalls von Null verschieden. Wir bestimmen die will- 
kürlichen Constanten Factoren von f^ und ff^ so, dass 

(8.) s,,(a)^,(a)D'{0= 1, 
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alsdann ist: 

(H.) [f.,?.] = l- 

11. 
Für die zum Punkte x = oo gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Diiferentialgleichung (B.), Gleichung (8.) No. 3, ist nach No. 5 nur vor- 
ausgesetzt, dass die Wurzeln derselben unter einander verschieden sind. Es 
ist hiernach nicht ausgeschlossen, dass sich zwei derselben nur ura ganze 
Zahlen von einander unterscheiden, also die Integrale t]^, ■jj^, ..., vj^ der No. 9 
in ihren für die Umgebung von x = oo gültigen Entwickelungen Logarithmen 
enthalten (s. meine Abh. Bd. 66, 8. 157'), Bd. 68, S. 364 ff.')). Es seien 
0,, o^, ..., 0^ die Wurzeln der Gleichung (8.) No. 3, und es gehöre t]^ zur 
Wurzel Q^ als Exponenten, so gehört nach dem Satze am Schlüsse der No. 3 
das Element C„ des adjungirten Eundamentalsystems in No. 9 zum Exponenten 
_p + ] — i3i^, und man hat in der Umgebung von x =^ oo 



(1.) 






WO G^(x) und II^{x) wie F beschaffene Functionen sind (s. meine Abh. Bd. ■ 
S. 155')). 

Wie in voriger Nummer ergiebt sich: 



dx'- 



[F<n-,:^^r>(^)F(=»^f^i] = x'''-''-''~'H-(x), 



wo G[(x) und Hl{x) wie F beschaffene Functionen bedeuten, und es ergiebt 
sich wie dort: 

(2.) h., C.] = (^)°' °V'W, 

WO K'(x) ebenfalls eine wie F beschaffene Function ist. Wie dort folgt auch, 
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dass der Ausdruck linker Hand in dieser Gleichung einer nicht unendlichen 
Constanten gleich ist. 

194] Ist daher a^6, also o„ und Qj^ von einander veischieden, so muss K'{x) 
identisch verschwinden, demnach 

(3.) K,C,] = 0. (a^h) 

Pur n = ö setzen wir: 

und werden zeigen, dass e von Null verschieden ist. 

12. 
Nach No. 9 Gleichung (t.) ist: 



(1.) 
Hieraus folgt : 



C„ = S.-Ca.-^«- 



K/^J = IIüK^^^Ä-'Iu.^mI 



Mit Rücksicht auf die Gleichungen (G.), (H.) und die Gleichungen (3.) und 
(4.) voriger NamtpLer ergiebt sich hieraus: 



a== 1,2,. ..,n., 
6 = 1,2,...,«, 






Gesetzt, dass für irgend einen AVerth von a, a ^ v, «„ = wäre, so hätte 
man die Gleichungen: 

2,i,^Cb^ = 0, (6 = 1,2,...,«)- 

Dieselben repräsentiren n lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 
^,.,) ^.j) ■■■5 ^,n- -^^^ Determinante derselben 
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kann nicht verschwinden, weil C^, Q^, ..., C„ ein Fundamentalsystem ist und 
daher C eine wohlbestimmte lineare homogene Function mit constanten Coeffi- 
cienten von C,,Cj5--M^n ist (s. meine Abh. Bd. 66, S. 128^}). Es müssten [195 
demnach 6^,^, 6^^, ..., b^^ Null sein, folglich auch 7]^ identisch verschwinden, 
was gegen unsere Voraussetzung ist. 

Da hiermit erwiesen ist, dass die sämmtlichen Grössen e^ von Null ver- 
schieden sind, so kann man die in tj^, Cj, enthaltenen willkürlichen Factoren 
so bestimmen, dass 

(3.) 8. = 1 



Die w* Gleichungen: 



(J.) 






1,2,..,,«) 



gestatten die Grössen c durch die Grössen b auszudrücken, da die Determinante: 

J„ ö„ ... h,„ 

K K ■■■ K 



nicht versehwindet, weil die Integrale -q^ ein Fundamentalsystem bilden und 
demgemäss die Integi-ale Vj,. wohlbestimmte lineare homogene Functionen mit 
constanten Coefficienten von 'i]^, 7]^, ..., y\^ sind. 

13. 
Um den Ausdruck tur P^[" aus Gleichung (F.) weiter zu berechnen, he- 
3;eichnen wir zur Abkürzung a ^^ mit «, und irgend zwei Elemente der beiden 
Systeme tj^ , C,„ mit y, s, so wie mit j die aus s durch Vertauschung von x 
mit u hervorgehende Function, endhch mit r, und —»",— ' die Exponenten, zu 
welchen resp. y und s gehören. Man kann alsdann in der Umgebung von « 
setzen : 

j s,- /;(a= -..)'■' +{x-df'+\(x), 

(1.) -1- -1 ■ -r 
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WO ff{x) und '!>(«) nach ganzen positiven Potenzen reap. von cc — a und a~a 
fortschreitende Reihen und f^, g^ Constanten bedeuten. Es ist alsdann 

igö] WO 

ü=[(.-a)'\/-'' '"")~^'te )J, 

Setzen wir nun 

(3.) [(.-„)'.+^^''fc4;;ri!!,.]-'= s.^;., 

wo /3 und y positive ganze Zahlen oder Null bedeuten, so folgt aus No. 1 
Gleichung (5.) und (5a.), und Gleichung (3.) No. 2: 

Nun ist 

^ie..-.,„-„WJ'W'(^-»)''"'''l - (x-4'*^*'-'B\x), 

WO G'(a;) eine ganze rationale Function von x bedeutet. Ferner ist: 

Daher ist, weil —r^~\ in seinem reellen Theile > — 1 ist, 
für I = a für keinen Werth von & unendlich. 
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Ist nun (3 > 0, so ist i\ + ß in seinem reellen Theile positiv, folglich 

li-af + f + ^-' J" ^ä-l:^d« - für S = a, 
Ist y > 0, so ist 

für I = « nicht unendlich, und folglich, weil der reelle Theil von r^ > —1 ist, [197 
Demnach ist 



F^' =0 für § = o, wenn ß^-O oder 7 >> 



und folglich: 

(5.) lim (,x-o)'^^ + P, / ^^-^ dal =0 für § = a, /5 > oder y=>0. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass für ^ = « 

B = 0, C = 0, D = 0, 
also: 

(K.) limL /■' J^l"= f.!,.,limfc-»)'\ /'''fcfL^ÄJ". 
Setzt man wieder 

(6-) [(==-°)''.^°^^^^;;^t;;^ — ''«1. = ^'B?, 



und 



('■) e,.-i,„-.,W-FW' = ff.-»„-„(«)^'(<')'(«-«)"+(«;-«)'*'e», 

wo G"(x) eine ganze Tationale Function von X bedeutet, so ist: 

(8.) .H," = hi'' + e;', 



(9-) 



iHr=(-ir-a,^,„U')n4'lj.',+>-).<^Ki-''-m':-4'*'~°f %^s4r 

I H» = (-l^'l^i-«-!)! |;[0»(»^-.)'--^'+'ljr''' '''~°y' -i«, 



-d«, 
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indem wir, wie es vi.elfach geschieht, zur Abkürzung: 





1.2.3...)» = ml 


*('-!) 


...(t~ 


„. + .) , 


setzen. 










Nun ist 


wie oben zu ersehen 


, dass 







(L.) ]im\(x-af\ f ^ ^^ ''^ ' t/^r^ HmS^j/;" für ^ = a. 
l J^ ^ - ß J| . ■ 

198] Hieraue ist ersichtlich, dass zur Berechnung des Grenzwerthes auf der 
linken Seite der Gleichung (K.) oder (Xu) an Stelle der Differential- 
gleichung (C.) die einfachere Differentialgleichung: 

(c.) |;.(?,.-.,-„{<.)-f"(«)'(»-«)-|jJ = 

HU Grunde zu legen ist. 
Ebenso ergiebt sich 

und dass bei der Berechnung des Grenzwerthes rechterhand wiederum an 
Stelle der Differentialgleichung (C) die Differentialgleichung 
(C.) zu Grunde zu legen ist. 



Da an die Stelle der Gleichung (C.) die Gleichung (C.) getreten ist, 
so tritt an die Stelle der zu (C.) adjungirten (B.) die folgende: 

Es ist leicht zu ersehen, dass (C.) und (B',) einander adjungirte Differential- 
gleichungen sind. 

In diesem Falle wird die l'unction U in No. 1 Gleichung (6a.) Null, 
und es ist nach Gleichung (A.): 
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Integrirt man diese Gleichung in Bezieliimg auf x von a' bis | und in Be- 
ziehung auf a von bis h', indem man die in No. 8 fixirten Integi-ations- 
wege beibehält, so folgt: 



(2-) 



i \, >'■■ /■''(«-«) '" '^«r, r c^ jx-it^ 'dx ■,-••,-11"' 



Nach den Gleichungen (K.) und (K'.) ist: 
r^ 11 dx 



(3.) 






Demnach ist nach Gleichung (2.): [199 

(4.) lin,cr = f,g.lim\\(x^af', f" -'-'-^-'''T+l [^ ^^^''x, (—a)-''-Tl 
(L J^ j, — a j„' Lj^, K — x j^/ ) 

Setzt man daher: 

(5.) M, = {~\r'G,„,,,,^.,{a)F'{af%{X~a-m^^^ 

a.) Ml = {-^r'G,„.u,-MJ'>)%i^'.^>^-<^-n'.-^^^^^^^^^ 
für K = b', 
so ist nach No. I Gleichung (öa.) 

(M.) limf/f" = U9,j:am^+ wr;). 

15. 
Durch Reduction erhält man 



(y-»)---+ -' 

(N.) 



M, = G,.^„„_„(a)rX")'(-l)'"' («■-»)'' 2,SI,-— (^.). 



j-j-l 



H e,,-»,-.,(o) J"(«)'(-i)'-(«-«)''*' S.a.('',)./ '" »°'_„' — '"■ 
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(1.) SB, = '2;,('-9)!(»-6').('-.+ »V.(9-l)^ 

(■■■—). 



und 



■(• + »).« 



(N'O 



He._,„s.„{o)F'(«)'{-i)'"'(!''-«) *■' %m'Xf[ 



■a'-bj 



(3.) 8; =S, (i' + s)!i5(>-, + »-(i-p-l)»-,,-,-,(»-C-9-l)l, 

(1.) a;='f>U.|V4t- 

H 16. 

Es sei 

(1.) {%A=, = »^. 

so folgt aus Gleichung (2.) vor. Nummer 

(2.) h='f.^ÄrX 

Setzt man hierin für 33^ seinen Werth aus Gleichung (l.) vor. Nummer, so ist: 

(3.) h = 'fM\ + ^)tV., 

wo 

(4.) i, = {A-^-l)!'s7(^-f-lXWe- 

Nach einer bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten folgt hieraus 

(5.) i, = K + l)(.-, + 2)...(r,+ i-l^l), 

folglich ist 

% = S,(',+ l)('',+ 2)...{>-, + 'l-!-l)('-,+ »)('-,+ '-l)---('. + »-'+l). 

oder wenn man 

J-1 = i 
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setzt, 

(6.) h = i:i('^,+ l)(^+2)...(*-,+ ;-])0\+A){»-. + ;i-l)...(r, + ; + l). 

Setzt man 

(7.) P,lr) = (.■ + l)(.- + 2)...(r + J), 

SO folgt aus Gleichung (6,): 

(8.) Ö,+, = ir,+ l + l)h+Pxir,)- 

Das Integral dieser Differenzeugleichung ist: 

wo C von A unabhängig. Da aher nach Gleichung (6.) 9^ eine ganze ratio- 
nale Function von r^ und i\ ist, so ergiebt sich: 







"" ^-^■ 


Daher erhält man: 






(10.) 




-f'i('-J-A(>-,) 


Setzt man ebenso: 






(11.) 




(ä»,., = %., 


so ist nach Gleichung (4.) voriger Nummer: 


(12.) 




K = s>;(^)„ 


und ergiebt sich wie 


vorhin ; 




(13.) 




g. ?!(>-.) -PiC-,) 


Demnach ist: 






(14.) 




9. = »;■ 

17. 


Setzt man 






(1.) 




( .9,, = /,(.■„•-,), 
1 S8, = ?,(•■,), 


• ..».. .,11... W.*,. I. 
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SO folgt: 

(2-) -;-^U(';,':)~f,(<\.r,) = -■?.(••,). 

Setzt man in dieser Gleichung: 
so folgt: 

(3.) ?,(^) = /;(•■„•')■ 

Aus den Gleichungen (2.) tind (3.) ergiebt sich: 

(*■) /,«(••.,'■.) = 

Es sei ferner: 



K = ?;(•■.), 



(5.) 
so folgt: 

(6.) lirf '■«('■>■ ••.)-'■.'('•" '■■) = - ■?;(••■)• 

Setzt man 
so folgt: 

('•) ?;(>■■) = ß(-.>-,) 

3oz] und demnach 

(8-) fUirur,) = ^r^[f:(r„r,)~f:iv,r,)]. 

Es sei nunmehr f(r) eine beliebige ganze rationale Function von r, /"(*') i^^® 
Ableitung, und man setze: 

(9.) /'(*"i)"/0'J ^ J'(^'n^)- 

Ist k eine beliebige ganze Zahl, so ergiebt sich 

(10.) «,•) = /■(4) + (r-t)f(i) + (,-.i)-t(.-), 

wo »jj (r) eine ganze rationale Function von r bedeutet. Man erhält : 

(11.) Fj,,,,;) - (^-'^■)^('') + (^■■-'')^^^(^■,)-('-.-'')'^^(n) _ 
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r, — r^ ' 

(.■.-t)^(.-.)^(r,-m .(.-.) 



also: 




(12.) 


F(r,,.-,)-F(r.,i) 

r,~lt ~ 


(13.) 




Demnach ist; 




(14.) 


F{r„,;)-F(,;,k) 



i\-h 

Haben nun f^{i\,i\) und fX^\,r^) für irgend einen Werth von v die Form der 
Function F{r,,rJ (Gleichung (9.)), so folgt aus den Gleichungen (4.), (8.), 
(12.), (13.), daes sie füi' jeden Werth von v dieselbe Form haben. Sind die 
Functionen /j,(?\,rj), fX^i^'^'n) gleichzeitig fiir jenen Werth von v identisch, so 
sind sie nach den Gleichungen (4.), (8.), (14.) für jeden Werth von v identisch. 

Nun haben nach den Gleichungen (10.) und (13.) voriger Nummer 
/»O'i' '"a)' /'«'(''ii'"!) <^i^ Form der Function F{r^,r^) (Gleichung (9.)), und sie 
sind nach Gleichung (14.) voriger Nummer identisch. 

Demnach ist für jeden Werth von v 

(0.) St, = St;. 

18. 
Aus den Gleichungen (N.), (N'.), (O.) und den Gleichungen (10.), (J 3.) 
(14.) der No. 16 folgt: 

( M,+ Ml = (-l)'-'g,„-fa,,.-„(a)-F'(«)' '^'^'"'^I^'^'"°-' ^'^^ 



(1-) 



.|,...)..^/'(.^-^..,,._«j-./;fc^..j. 



Bezeichnen wii mit -E(r) die linke Seite der zu a gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (C), so ist: 

(2.) F(r) = G„,,_,(«) + ±, (?„._.„,.„(«) F'(af r(r - 1) . . . (r - A + 1). 

Nach No. 2 ist 

(3.) E{-r,-l) = 0, (a-1,2,...,«) 

wenn i\,r^,...,r^ die Wurzeln der zum singulären Punkte a gehörigen de- 
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termmirenclen l'undamentalgleicliung der Differentialgleicliung (B.) bedeuteii- 
Ferner ist: 

(4.) £(-r.-l) = a,,-„{a)~±,X~i-y-'a,.-^„^„(«.)F\a)'F,(,,). 

Ist daher 7\ von r^ verschieden, und setzt man in dieser Gleichung für a 
successive 1 und 2, und diyidirt die Differenz der beiden entstandenen Glei- 
chungen durch i\—i\, so folgt aus Gleichung (3.): 



s, (- 1)'- e,.-i,,,-,.(«) y'W - '';.'_;''■■' - 



(5-) s.(-i)'"e..-i,.,-,.wy'('')'- " ;.'_;:"■' = «■ 

Es ergiebt sich demnach aus der Gleichung (M.) und den Gleichungen (1.) 
und (5.): 

(P.) lim q"" =- 

(t\ von )-^ verschieden), Ist r^ — r^, so ist: 

(6.) i;(-r,-l)^j;(-,,-0 ^ i;.(^,. _„, 

WO ^'C) ^^^ Ableitung von -E{r) bedeutet. Bezeichnet man wie in No. 1 
mit D(r) die linke Seite der Gleichung (D.), so folgt aus tüo. 2, dass 

(7.) -E'(-^-i) =- {-i)''-'J)'(n). 

und es ergeben die Gleichungen (1.), (4.), (6.), {7.) und die Gleichung (M.): 



lim 



oder wenn man in Übereinstimmung mit Gleichung (8.) No. 1 die will- 
204] Imrlichen Grössen f^, g^ so bestimmt, dass 

f.s.m<;) = 1, 

(Q.) lims'« _ (-1)- j(«'-a)'-' + 'j'''— tir ' ''« + ('■-'')^'''/,°^|c~''^}- 



In der Gleichung (Q.) ist gemäss No. 1 3 a für a^_^^ gesetzt. Nach den 
in No. S und 14 gemachten Festsetzungen sind die Integrale in derselben 
Gleichung innerhalb G^, das erstere längs l , das letztere längs l zu er- 
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strecken. Der Integrationsweg des ersteren führt also nicht durch a\ der des 
letzteren nicht durch h\ die Integrale haben demnach endliche Werthe. Diese 
Wertlie bleiben ungeändert, wenii man für die genannten Integrationawege 
beliebige andere stibstituirt, die mit den ersteren Flächen einschUessen, welche 
resp. a' und V nicht enthalten. 

Stibstituiit man im ersten IntegTale: 

(1.) «-« - {a'-a)u, 

so ist 

Substituirt man im zweiten Integrale 
so ersiebt sich 



m (,_„)-. f(^f:„. = fiQi_ 



Von den Integrationswegen der IntegTale in u führt keiner durch den Punkt 
M = 1 hindurch. Es ist daher 

(5.) (a'-«)''' + ^ /' -Ö-l^LJ f7ß + (&'-«)"'■' r^p^dx = Pil-J du, 

wo in dem Integrale rechterhand der Integrationsweg ebenfalls den Punkt 
ti = ] vermeidet. 

Für reelle Werthe von i\ ist der Werth des Integi'als auf der rechten 
Seite der Gleichung (5.) bekannt. Wendet man das bekannte CAUCHYsche 
Verfahren auf den vorliegenden aligemeinen Fall an, so erhält man zwar den 
Werth des Integrals, es macht jedoch die Bestimmung einer Potenz von [205 
e einige Schwierigkeiten, die im Resultat als Factor auftritt. Deshalb ziehen 
wir es vor, eine directe Berechnung der Summe auf der rechten Seite der 
Gleichung (Q.) eintreten zu lassen: 

Da für den Werth dieser Summe die Wahl der Werthe a und h' gleich- 
gültig ist, dieselbe auch von vorn herein (s. No. 8) willkürlich war, so mögen 



Hosledby Google 



446 ZUR THEORIE DER LINEAREN DirFERBKTIALÜLEICHÜNGEK. 

die Punkte a' Tiiid V von a gleichen Abstand haben. Es lassen alsdann 



EntwickeUingen resp. nach positiven ganzen Potenzen von a — a und x — a zu, 
welche resp. für tu = b' und x ~ a' gültig sind, weil ■■- , - ^'^ zwar den Modul 
Eins aber ein von Null verschiedenes Argument hat. Setzt man diese Ent- 
wickelungen in die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (Q.), so 



,, ,,_,... j''fc^ 



Setzt man in der letzteren Gleichung 

(1 + 1 = -&, 
so folgt 

(,a.) (»'-»r-i:^ä^-%{^y' 

Aus den Gleichungen (6.) und (7a.) folgt 

(8.) limr =- c-ir-'i^"''"^"— 



fi + Q + l 



wenn man 

h'— a 



setzt. 

Bildet man von der Summe die Ableitung nach (o, so ergiebt sich 



wie es sein muss, da der Werth lim 5*"' von w unabhängig sein muss. Man 
kann daher für li einen beliebigen "VVerth e ' setzen, wo eine reelle positive 
Grösse ist. 
206] Es sei 
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SO ereiebt sich 



Nun ist bekanntlich: 






(10.) 


aini^r, ^" 


r, — a 


daher 






(E.) lims"" 


= ei)"«-"-'^ 


" 



= '■■)■ 

Jetzt sind wir im Stande, den Werth der rechten Seite der Gleichung 
(F.) anzugeben. 

Sind nämlich »',! ^'^j ■ ■ ■! *'„ <Jie Wurzeln der zum singulären 
Punkte a gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der 
Differentialgleichung (B,), und bezeichnet man die linke Seite 
dieser Gleichung mit -D(r), ihre Ableitung nach r mit D'(r), und 
belässt Tjj, jj, 6j|,, c^ ihre in No, 9 fixivte Bedeutung, und bestimmt 
endlich die willkürlichen Coefficienten /^g, //„„ resp. von (x — a)'^ in 
7j und von (a — d) " in 3^^ in Übereinstimmung mit Gleichung 
(8.) No. 10, so tlass 

(11-) Lg...D'(:^.) = 1, 

so ergeben die Gleichungen (P.) und (E.): 

Mit dieser Gleichung stellen wir die Gleichung (4.) No. 7 zusammen; 
(T.) f "^'äx f "^'äaU-fah = 0, ^ > v + 1 oder /Kv-l. 

In Bezug auf das Integral (S.) gilt dasselbe, was am Schluss der Nummer (7.) 
in Betreff des Integrals T bemerkt wurde. 



Die in No, 4 gemachten Einschränkungen für den Werthbereich der 
"Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen determi- 



Hosteid by 



Google 



448 ZUR THEORIE DER LINEARFIN DIFFERENTIALGLEICHUNGEK, 

nirenden Eundameiitalgleichungen haben im Wesentlichen den Zweck, dass 
die Integrale (S.) und (T.) endliche Werthe annehmen. 
. 207] Letzteres ist nämlich im Allgemeinen nur dann der Fall, wenn 'rjj., 5, für 
jeden der in den Integrationsgi-enzen auftretenden singulären Punkte a resp. 
mit x—a und a — a multiplieirt nicht unendlich werden. Da sich nun vjj, j^ 
als lineare homogene Functionen der zu a gehörigen Fundamentalsysteme 
resp. der Differentialgleichungen (B.) und (C.) — letzterer nach Vertauschung 
von X mit « ~ darstellen lassen, so ergiebt sich, dass im Allgemeinen auch 
die reellen Theüe der Exponenten, zu welchen die Elemente sowohl des 
einen als des anderen dieser Fundaraentalsysteme gehören, grösser als die 
negative Einheit sein müssen. Letztere Bedingung ist aber ihrerseits nach 
dem Satze am Schlüsse der No. 2 im Allgemeinen nur dann erfüllt, wenn 
die Bestimmungen der No. 4 über diese Exponenten statthaben. 

In besonderen Fällen jedoch kann es sich ereignen, dass die reellen 
Theile der Wurzeln der zu den einzelnen singulären Punkten gehörigen de- 
terminirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Differentialgleichung (B.) 
als der adjungirten (C) grösser als die negative Einheit sind, ohne dass die 
Bestimmungen der No. 4 erfüllt sind. 

Es seien z. B, in der Differentialgleichung 

(1.) ?«(«')«/ + 9.(3;)/+ ¥!{«)!'"+ ■■■ + 9«(a^}i/"" = 

die Coefficienten %(a;), ^,(a;), ..., 'ijx) ganze rationale Functionen, und zwar sei 

^; (x) vom Grade j> + A. 
Die Wurzeln der Gleichung 

(2.) ¥„(^) = 

ö^, fl^, ..., « ^^ seien alle von einander verschieden. Ist a eine derselben, also 
ein singulare! Punkt der Differentialgleichung (1.), so ist die zu ihm gehörige 
determinirende Fundamentalgleichung derselben : 

(3.) ri^rO— l)...(,-» + l) + T.-,(»).'(>— 1)--('-» + 2) = 

(s, meine Abh. Bd. 66 S. 147^}). 
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Die WuTzeln derselben sind: 
(4.) 0, 1, 2, .... n- 2 und n~l- "",-? ^ - 

Die zar Differentialgleichung (1.) adjungirte Differentialgleichung lautet: 

(5.) |.(-i)-^(?.W^] = 0. 

Ordnet man dieselbe nach den Ableitungen von 3, so ergiebt sich: [208 

(öa.) ^,{x)e + 'b,{x)ß'+--- + •^^{x)d'" = 0, 

wo ^^(x), 4'i(^)i ■■•! ^'„(i^) ebenfalls ganze rationale Functionen von x sind, und 
zwar im Allgemeinen 

i['i(«} vom Grade 2} + l, 
insbesondere 

(6.) ^,(a;) = (-!)•- ^„(i), fc_,(«) = (-1)"-'[t,..W -»f.'.Wl, 

WO 9^,(3;) die Ableitung von f^{cc) bedeutet. 

Die zum singnlären Punkt a gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (5,) ist daher: 

(7.) ^;(«)r(.-l)...(r-« + l)-[^f„_,(ö)-K9;(«)]r(r-l)...(/-n+2) = 0. 

Die Wurzeln derselben sind: 

(8.) 0, 1, 2, .... «~2 und -1 + -%^- 

Ist daher der reelle Theil von '^"71 , - positiv und kleiner als n, so sind sowohl 
die Grössen (4.) als auch die Grössen (8.) in ihren reellen Theilen grösser 
als die negative Einheit. 

21. 
Wir wollen den Fall n = 2 einer näheren Betrachtung unterziehen. Die 
Differentialgleichung (1.) voriger Nummer lautet alsdann: 

(1.) %(^)if + '?i{^)y'+ 92(3^)2/" = 0- 

Die Wurzeln der zu einem singnlären Punkte a gehörigen determinirenden. 
Fundamentalgleichung sind : 

(r.) 0, l~y, 

rnohs, msitliom, Wäiko. I. 57 



Hosted by 



Google 



450 ZUR THEORIE DEK LINEAREN DlFFEREIiTIALGLEICHUNCEN. 

WO 

gesetzt ist. 
Es sei 

(3.) y = '^M'W, 

80 ergiebt sich: 

209] wo fj'(^) ^^^ zweite Ableitung von (^^(fl;) und W, W" resp. die erste und 
zweite Ableitung von W bedeuten. 

Die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung dieser Differentialgleichung hat die Wurzeln: 
(S.) -e, -e+l-y. 

Es sei 

2 > Eeeller Tlieil von y > 0. 

Wählt man für £ eine beliebige Grösse von der Art, dass der reelle Theil 
derselben positiv und kleiner als Eins und zwar grösser als Eins vermindert 
um den reellen Theil von y und kleiner als Zwei vermindert um den reellen 
Theil von y, so sind die Wurzeln (s.) in ihrem reellen Theile negativ und 
absobit kleiner als Eins. 

Die Differentialgleichung (4.) gestattet alsdann die Anwendung der For- 
meln (S.) und (T.). 

22. 

Um ein Beispiel auszuführen, sei in voriger Kummer 

so dass 

{2-) ?« {^)y-\-\ <?'. («) y' + 9, («) y" = o 

die vorgelegte Differentialgleichung sei. Dieselbe ist eine Verallgemeinerung 
derjenigen, welcher die LAMEschen Functionen der verschiedenen Ordnungen 
genügen (s. die Abh. des Herrn Heine, dieses Journal Bd. 60 S. 278, 299 ff.). 
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Bie Wurzeln (r.) sind in diesem Falle: 

(t.) 0, i, 

die Wurzeln (s.): 

(s.) -s, -. + !• 

Man hat also zu wählen 

(3.) 1 > Eeellec Theil von s > i- 

Die Diiferentialgleichung (4.) voriger Nummer wird: 

(4.) K{a;)9,(:c) + e(£-i)9;(a;7+ä9,(«)<(^)]Tf+(2s + i)¥;(x)'f,(s;)TF'+9,(,«)=Tr"=0. 
Die hierzu adjungirte Differentialgleichung lautet: 

Setzt man in derselben 

(6.) Z=f,ix)'-'V, 

so ergiebt sich für V die Differentialgleichung: 

(7.) %{3')V+i'p;{x)r-Vf,{x)r' = 0, 

welche mit der Differentialgleichung (2.) identisch ist. 

Ist daher s/,, y^ ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (2.), so sind 

2) y,%{4~^ y.%i4'^ 

ein Fundamentalsystem von Integralen resp. der Differential- 
gleichungen (4.) und (5.). 

Es sei demnach \, v] das zum Punkte x = oc gehörige Fundamental- 
system von Integi-alen der Differentialgleichung (2.)j so sind: 

die zu X ^ oo gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen resp. der Diffe- 
rentialgleichungen (4.) und (5.), und zwar sind w^ und C^, sowie w^ \vnd Cj 
adjungirte Integrale. Sind nämlich o^ und q^ die Exponenten, zu welchen 



Hosted by 



Google 
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7]j und 7)j resp. gehören, so ist nacli Gleicliimg (4.) No. 5, da jetzt ^^(a;) vom 
Grade ^ + 2, also 2*" = ^ 

(8.) a,+ a, 

Die Integrale w^, iv^ gehören resp. zu den Exponenten 

(9.) o,+ (2' + 2)s, c,+ (p + 2)2 

und die Integrale C,? C^ resp. zu den Exponenten 

(10.) „,-(p + 2)(.-;), „^_(f, + 2)(._|). 

Die in derselben Verticalrcihe belindlichen Grössen in (9.) und (10.) geben 
in Übereinstimmung mit dem Satze am Schlüsse der No. 3 zur Summe die 
um Eins vermehrte Gradzahl des Coefficienten von W in Gleichung (4.). 
2ii] Ist ferner \^,'fl^ das zvim singulären Punkte a gehörige Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (2.), welche resp. den Expo- 
nenten 0, Y entsprechen, so sind 

2) s,. = ^,„ <p. {4 ^'\ q,. = ^u. ?. (4 ~ ^" 

resp, die zu a gehöiigen Fundamentalsysteme der Differentialgleichungen (4.) 
und (5.), und zwar sind wieder, dem Satze am Schlüsse der No. 2 entsprechend, 
die in derselben Verticali-elhe untereinanderstehenden Elemente adjungirte In- 
tegrale. 

Nun sei 

(11.) T,^ = &a,-i,„ + ö^5V (a=l,2) 

so erhält man durch Multiplication dieser Gleichung mit '^^{:^) 

(12.) ID^ = b^jW^^ + b^^iv^,,, (a = l, 2) 

und durch Multiplication der Gleichung (11.) mit %(xy~ : 

Setzt man 

("•) C, = «.,C,.,+ e„C„, 
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SO ergiebt die Vergieichung mit Gleichung (13-)- 

(IS.) c,, = h,„ c,, = h,„ e„ = &,,, c,, = 5,,. 

Die Gleichimgen (J.) ergeben daher folgende ßelationen für die Grössen h: 

(16.) &„&,, = 0, 6^,5,, ^ 0, &,!&,, + &,,&„ = 1, 

folglich entweder: 

(16a.) \^ = 0, h^, = 0, h„\, = 1, 

oder 

(16b.) i„ = 0, J„ = 0, h^Xi = 1- 

Welcher von beiden Fällen erfüllt ist, kann nach den Vorschriften meiner 
Abhandlung Bd. 7 5 dieses Journals S. 2 1 2 ff. *) , wo die Bestimmung der Grössen 
6 gelehrt wii'd, entschieden werden. 

Bezeichnet man die nach No. 1 für die Differentialgleichung (4.) dieser 
Nummer zu bildende Function U mit ü{s,x,a), und bezeichnet die durch 
Vertauschung von x mit « aus yj^, hervorgehenden Functionen mit ^„, so er- 
giebt die Gleichung (T.): 

(17.) [""^'dx ["''"" d^Ü (t, X, c^) r,„ f, (xr '% '?,(af - '^ = 0. ( sZl^ä ) 

•^(f,, ■'«, \|i>r+l oder !i<v-l' 

Setzt man [212 

'' sinire ' ' C09 we ' 

90 ergiebt sich aus der Gleichung (S.) und den Gleichungen (16.): 

(19.) P^'dxP"''daüi^,x,a)r,,v,ix)-'ij,'?M~' = 0, (J^^; Jl') 

(20.) f ''*\lx f ^"^\lttU(s,X,a)-q^'?,ix)~^\)^f,{af~'' = nx^, 

und zwar ist in Gleichung (20.); 

im Falle (16a.) für a = 1, 6 = 2 für a == 2, 5 = 1, 
im Falle (16b.) für q = 1, 6=1 für a = 2, h = 2 

zu nehmen. 
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Die Gleichungen (^7.) bis (20.) sind gnltig für alle Werthe von e, welche 
der Bedingung genügen 

(21.) 1 =- Reeller Theü von e > |- 

23. 
Wenden wir das Vorhergehende auf die LiMEschen Functionen m'" Ord- 
nung an, so ist (nach Herrn Heine, dieses Journal Bd. 60 S. 299) die Diffe- 
rentialgleichung, welcher diese genügen: 

wo 

(2.) %(x) = -i[fiin + m-l)x"'-' + \G,x'"-' ±K-,Gm-.x + K^iO,^.,]. 

In diesem Falle ist der Gfrad p der Function '^^(x) in Gleichung (2.) voriger 

Nummer 

p = m~l. 

Nennt man, wie in No. 20, 

«,, ffij, . . ., a„,+, 

die Wurzeln der Gleichung 

(3.) fM = 0, 

so lassen sich die Grössen ^i, ^j, .--)^m_i ^o bestimmen, dass die Diiferential- 
gleichung (] .) eine ganze rationale Function n^ Grades von 

\Jx — a„ \/« — «ij, ..., V^ — a,„+i 
zum Integrale hat (s. Heise 1. c). Dieses Integral nennt Herr Heine eine 
313] LAMEsche Function erster Art und bezeichnet dasselbe mit E{x). Ein 
zweites Integral F(x), welches nach absteigenden Potenzen von cc entwickelt 
mit X ^ anfängt, nennt derselbe eine LAJiEsche Function zweiter Art. 
Beide heissen LAMEsche Functionen m'*' Ordnung. 

Nun hat die zu a; = cxj gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (i.) die Wurzeln 

n ^1 +in — l 
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ZU setzen. Übrigens ergiebt sich auf bekannte Weise: 
(5.) Fix) = E(x) r %:=^- 

"Wenn man in die Gleichungen (17.) bis (20.) voriger Nummer 

■fi, = E{x), r,, = F(x), 
l,, = _E(«), t), = -F(«) 

substituirt, so liefern die Gleicbungeu (17.) vier, die Gleichungen (19.) und 
(20.) je zwei Eelationen für die LAMESchen Functionen, welche fär beliebige 
"Werthe von £ gelten, von der Beschaffenheit, dass 
1 > Eeeller Theil von e> |- 
Greifswald, im März 1873. 



ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 417, Gl. (6.) [-^^1'°^ statt |-;^:r^]"", 

„ „ , Zeile 9 V. «. [- «-i'-']!'" statt [a-^-^Jf*, 

„ 418, „ 12 V. II. S. 139ff. statt S, 139, 

„ 422, „ 3, 4 Fundamentalsysteine statt Fundamentalsystemen, 

„ 423, „ 7 V, 11. (D,) statt (6,), 

„ 424, „ 8 dieser statt dieeen, 

„ 427, „ 11 i'Xi+l oder r-Cfi — 1 statt v^i^, 

„ „ , Gl. (4,) ii.>'V + l odei' n,<v~l statt ft^i', 

„ 428, Zeile 10, y und j statt dieselben 



429, Gl, (8.) / "^'-^^ statt 



/■ffl + l yiJig 



„ 430, Zeüe II 8. 139 ff. statt S. 139, 

„ „ , „ 8 V. 11. fl! mit a statt a mit a 
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ANMERKUNGEX. 

a, 436, öl. (4.) [. . ,]j statt [, . ,]t«, 

„ 4S7, Zeile 6 (^-äf-' statt l~a, 

„ „ , „8 TiHd 10 p>0 oder v> statt fi:> oder ß>0, 

„ „ , GL (6.) [...]f statt [.,.]'^i, 

„ 438, Gl. (L.) I = a statt a 

„ 439, I 



59, Gl. (4,) 1 ■ ■ ■ statt / 



„ 444, Zeile 9 v. u, als obere Grenze des ersten Integrals V statt a', 

„ 447, Zeile 10 gehörigen statt gehurige, 

a „ , Gl. (T.) fi>j'+l oder (i<i/-l statt (t%r, 

„ 450, Zeile 6 uud 4 T. n, 4f;(ai) Etatt itp5{a:)(Correctnr des Verfassers in seinem HandeKemplar), 

„ 453, Gl. (17.) ti,>-v + l oder (<.<5'-l statt (i^i-, 

„ „ , Zeile 7 v. u. den Gleichungen (16.) statt der Gleichung (16.), 
Es wurde emge'^cLaltet 

S, 437, Zeile 2, S 435, Gl (L), S. 439, Gl, (4.) äa, 

H 454, „ 2 »geuügeuf 
2) Die S. 426, Zeile 2 i u his S 427, Zeile 2 unter gewissen Beengungen als ausfttlirbar bezeichnete 
Gleichstellung de^ Punttea ^ = cxj mit den im Endlichen gelegene» singulären Punkten lässt sich that- 

Bächlich nicht realisiien da die Ausdnicke U, für i; = co und ein endliches ß und — -—>M 

für « = oo und em endliches i nicht gleichzeitig verschwinden können. 

8. 444, Gl (7 ) muss rechts vom Gleichheitszeichen der Factor (—1)""' untevdrilclct werden. Ent- 
sprechend ist dieselbe Änderung auf deisell-en feeite, Zeile 9 \ u. und .Gl. (Q.), ferner S. 446, Gl. (2.) 
uud S. 447 in den Gleichungen (9), (B), (S) voiztmehmen Es muss auch beniei'ld; werden, dasa die 
S 44B Zeile 2 t u bis S 447 Gl (P) gegcbei.e Ableitung des Werihcs der rechten Seite \on 61 (Q ) 
nicht ein^andfiei eiacheint da sie weh (abgesehen dayoii dass & 44r Zeile 6 v u bnLs lom Gleich 
heitszeichen dei l'ictoi u""'' fehlt) auf die S 446 ZeileS— 5 enthaltene iirthümliLhe \oiausi,etzui^ 
gründet diis eine geometrische Reihe 2o'- ^'^^ Weithe ^on u deren Modul gleich Ems und deren 
Argument >oii Null iersi,hieden ist c iiveigiit Die Richtigkeit dei 61 (E) b 447 (mit dei nit-h dem 
öligen er! Ol lei liehen AI Änderung des FactorB (— 1 " m — 1) lasst iich jedoch yeimittelst des 'som Vei 
fasser selbst em jhnten Cwcmschen Veifahiens (b 44B Zeile 8— 5 ^ a) leicht daithim 

Auf den Gegenstand diesei ÄbLandiuDg ist dei Veifasser spatei Sitzungsberichte der K iieues 
Akademie der 'V^issei schatten 1&92 S lllSfl zmuckgekommen ti bemeikt daselbst h 1125 1126 
russnote) dass -.ich m dem Bei&pielQ S 45^ ein Eei-hentehler eingeschhchen habe Aus den Gleiuhungen 
(15) ergeben sich nimhch nicht die Gleichungen (16 ) (16'*) da bei dei dortigen Bestimmiinn von Ci Cj 
(S 461) und £„x,£„a (S. 4j2) 

Ks, ^1 = -[i'^u, ^J, [%> Ca] == - ['«n C,] 
trm nmsa (\eigl 5 4il— 434) und demgemäss aus den flir dieses Beispiel hiernach abziiäudernden 
rieichungcii (T) (^ 4^5) sich nur &„&b3 — 6,a6si = 1 ergiebt. 

Eine gedrängte Übersicht der voi^teheuden Arbeit hat Fuchs im zweiten Abschnitte seiner zur 
S&cuhiteiei ■iBELs leifassten Abhandlung, Acta Mathematica, Ed. 26 (1902), S. 322-327 gegeben. 

HmscH. SCH, 
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XVII. 

ÜBER DIE ABBILDUNG DURCH ALGEBRAISCHE FUNCTIONEN. 

{Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1874, S. 339—352.) 



Wir beschäftigen uns im Folgenden mit der Frage; Ist es möglich, [339 
eine ganze Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden 
Linie vermittelst einer algebraischen Function auf die Fläche eines Kreises 
eindeutig abzubilden? — Zu dieser Frage, welche an sich der Untersuchung 
nicht unwerth erscheint, wird mau unter anderen auf folgendem Wege hin- 
geleitet. In meiner Arbeit dieses Journ. Bd. 75 S. 177 ff/) habe ich nach- 
gewiesen, dass man durch die singulären Punkte einer Function einer com- 
plexen Variaheln f{s) stets eine geschlossene sich selbst nicht schneidende 
Curve C, (Absonderungsschnitt) in der .«-Ebene legen kann, von der Be- 
schaffenheit, dass für jeden der beiden dadurch gebildeten Bestandtheile der 
Ebene, Cr^, G^, durchweg gültige Reihenentwickelungen sich angeben lassen. 
Der unendlich grosse Theil G^ ist nämlich durch eine rationale Function auf 
die Fläche eines Kreises E abgebildet, durch dessen Hülfe die Reihen- 
entwickelungen gefunden werden. In derselben Arbeit ist der Zusammenhang 
der beiden Functionszweige beim Übergänge über den Absonderungsschnitt 
festgestellt. — Gelänge es nun, die endliche Fläche C^, welche diese ge- 
schlossene Absonderungslinie bildet, auf Null zu reduciren, so hätte man eine 
einzige in der ganzen Ebene mit Ausnahme einer eine Fläche nicht ein- 
schliessenden Linie gültige Reihenentwickelung. Dieses führt eben auf die 
oben aufgeworfene Frage. 
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458 ÜBER DIE ABBILDUNG DUECH ALGEBRAISCHE FUNCTIONEN. 

Das Resultat unserer Untersuchung ist aber, dass unter den algebraischen 
Functionen die rationalen Functionen zweiten Grades allein eine ganze Ebene 
mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie auf die Fläche 
eines Kreises eindeutig abzubilden vermögen. — Dieser Satz lässt eine Er- 
weiterung zu, bei welcher an die Stelle des Kreises eine geschlossene einfach 
zusammenhängende Fläche tritt, deren Begrenzung gewissen Voraussetzungen 
genügt. 

340] Aus demselben Satze, in Verbindung mit den Resultaten meiner oben 
citirten Arbeit ergiebt sich demnach, dass auch das Zusammenziehen der Fläche 
G^ auf Null im Allgemeinen, wenn die Function f[z) mehr als drei singu- 
lare Punkte besitzt, wenigstens vermittelst algebraischer Substitutionen niclit 
ausiührbar ist, und nur geleistet werden kann, wenn zwischen den singulären 
Punkten derartige Relationen erfüllt sind, dass eine Substitution zweiten Grades 
hinreicht, um die in meiner Arbeit vorgenommene Zerlegung der ^^-Ebene zu 
erreichen. 

1. 

Eine algebraische Function von ir, durch welche die ganze ^-Ebene 
mit Ausschluss einer einen Flächentheil nicht einschliessenden Tänie in der- 
selben auf einen bestimmten Flächentheil -F der tr-Ebene eindeutig abgebildet 
wird, hat die Eigenschaft, dass jedem w innerhalb der Fläche F nur ein ein- 
ziger Werth s entspncht. Es ist daher nothwendiger Weise z eine rationale 
Function von w. Die oben aufgestellte Aufgabe ist also mit der folgenden 
übereinstimmend : 

Die rationalen Functionen z von w zu finden, vermittelst deren 
die ganze ^^-Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche nicht ein- 
schliessenden Linie auf einen Kreis in der w-Ebene eindeutig 
abgebildet werden kann. 

2. 
Es sei daher 

(1.) ^ = l(sy = ^W 

eine rationale Function von mj, durch welche die ganze s^-Ebene mit Aus- 
schluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie F auf die Flache eines 
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Kreises K in der w -Ebene eindeutig abgebildet wird. Wir setzen wie in. 
meiner Arbeit (dieses Journ. Bd. 75 S. 178^)) 

und bezeichnen wie dort (S. 180^) die Curvenzweige E', S", .-m welclie die 
Wurzeln w^ dieser Gleichung beschreiben, während w die Peripherie von IC 
durchläuft, als die mit dieser Peripherie zusammengehörigen Curvenzweige. 

Wir wollen hier in einige Erörterungen eintreten, welche zwar theil- 
weise für das Folgende nicht nötliig, aber für das Verständniss der hier 
betrachteten Abbildungsart nützlich sind: 

a) Aus der Voraussetzung ergiebt sich: Jedem nicht auf F befindlichen [341 
Punkte z entspricht ein und nur ein Punkt im Innern von K\ und umge- 
kehrt, jedem Punkte iv entspricht, nur ein Punkt z. 

Jedem Punkte s auf T entsprechen Punkte auf der Peripherie von Ky 
und umgekehrt jedem Punkte w auf dieser Peripherie ein Punkt ^ auf T. 

b) Keine der Wurzeln der Gleichung: 

(3.) r(iü) = 0, 

wo F' {w) die Ableitung von F{w) bedeutet, liegt im Innern von K. Denn 
läge eine solche Wurzel w\ welche dem Werthe z =: z' zugehöre, im Innern 
von K, so würden bekanntlich jedem dem Punkte ^' hinlänglich benachbarten 
Punkte s mindestens zwei dem Punkte tv' beliebig benachbarte Wurzeln w 
der Gleichung (1.) entsprechen, was nach a) nicht möglich ist. 

c) Keinem der Werthe z auf F entspricht ein Punkt w im Innern von IC. 
Denn sei £; ^ C ein beliebiger Punkt auf F, so entspricht demselben der Voraus- 
setzung gemäss nach a) ein Punkt w' auf der Peripherie von K. Entspräche 
demselben auch ein Punkt iv" im Innern von K, so müsste die Gleichung 
(2.) für w = !o' die Wurzel w^ = w" haben. Demnach gehörte auch zn jedem 
Werthe lo im Innern von K und in der Nähe von lo' eine Wurzel w^ in der 
Nähe von w", d. h. es entspräche nicht auf V befindlichen Punkten ^ mehr als 
eine Wurzel der Gleichung (1.) innerhalb IC, was nach a) nicht möglich ist. 
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d) Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich unmittelbar, dass kein Theil 
der Curven S', IS", ... sich im Innern von K befindet. Es liegt daher über- 
haupt von den Wurzeln w^ der Gleichung (2.) nur eine oder keine inner- 
halb /C, je nachdem w ausserhalb IC und nicht auf einer der Curven 
(£', S", ..., oder im Innern von K befindlich ist. 

e) Jedem Punkte w der Peripherie von K entspricht nur ein Punkt s 
auf r, da 3 eine rationale l'unction von w ist. Dagegen entspricht jedem 
von den beiden Endpunkten von T verschiedenen Punkte s dieser 
Linie mehr als ein Punkt w auf der Peripherie von K. 

Da nämlich, wenn w von einem bestimmten Punkte v>^ der Peripherie 
von K ausgehend auf derselben einen vollständigen Umlauf vollzieht, z vom 
entsprechenden Punkte s^ auf F ausgehend, die ganze Curve T beschreibend 
342] wieder zu s^ zurückkehrt, so muss hierbei jeder Punkt b mindestens zwei- 
mal überschritten werden, also jedem nicht in einen der Endpunkte von T 
fallenden Punkte z dieser Linie mehr als ein Punkt w auf der Peripherie 
von K zugehören. 

Die beiden Endpunkte von T sind Verzweigungspunkte der algebraischen 
Function w von 3 Gl. (i.) 

f) Es sei C ein beliebiger Punkt der Linie T, für den nicht gleiche Wurzeln 
w der Gleichung (1.) auf der Peripherie von K. liegen, und w\w" zwei von 
einander verschiedene Punkte auf dieser Peripherie, welche ^ = C zugehÖren, 
so entsprechen stetigen Ven-ückungen von ^ auf T stetige Verrückungen von 
10' und w" auf der Peripherie von K. 

Durch Differentiation der Gleichung (2.) ergiebt sich, wenn 

(4.) w = re'^ , w^ := r^e'^^ 

gesetzt wird: 

Der Voraussetzling nach wird die Gleichung (2.) befriedigt für w — w', w^ = w'\ 
und es ist für dieselben zusammengehörigen Punkte gleichzeitig 
,lr = und äi\ = 0. 
Bezeichnet man demnach den AVerth von 



-^ if : ■—- w, tur 
dw VW, . ^ 
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mit ^, SO erhält man aus Gleichung (5.) für die Verrückungen der zusammen- 
gehörigen Punkte w' und tv" die Eelation: 

(6.) df, = -Adf. 

Diese Gleichung lehrt, dass A eine reale Grösse ist. Dieselbe ist auch 
wegen der über C gemachten Voraussetzung weder Null noch unendlich. 

Bewegt sich w von w' aus nach einer beliebigen Eichtung, so bewegt 
sich eine Wurzel w der Gleichung (2.) von w" ausgehend nach dem aus 
Gleichung (5.) sich ergebenden Gesetze: 

(7.) *..+.,.. = -^(*^+.4 

eine Gleichung, welche in die beiden folgenden zerfallt: 
(8.) dr, = ~Adr, 

(Sa.) (?¥, = -Adw 

(vergl. meine Arbeit dies. Journ. Bd. 75 S. 184')). 

Da nach d) keine der einem Punkte tc im Innern von K entsprechenden [343 
Wurzeln w der Gleichung (2,) im Innern von Ä" liegt, so muss di\:>- sein, 
wenn dr<:Q, demnach ist nach Gleichung (8.) A positiv. 

Hieraus folgt aber wiederum nach derselben Gleichung rfr^-cO, wenn 
dr >■ 0, d, h., wenn w von lo' ausgehend aus der Fläche K heraustritt, muss 
jü, von w" ausgehend in diese Fläche eintreten. 

g) Wir können jetzt beweisen, dass keinem Punkte C der Linie r 
mehr als zwei Punkte w auf der Peripherie von K entsprechen. 

Gehörten nämlich zu C drei verschiedene Punkte w', tv", lo'" auf der Peri- 
pherie von K, so müsste nach f) jedem dem w' hinlänghch benachbarten 
Werthe w ausserhalb K eine Wurzel tc, der Gleichung (2.) in der Nähe von 
w" und eine Wurzel w^ in der Nähe von w'", jede innerhalb K gelegen, 
entsprechen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, demselben Werthe von s 
in der Nähe von C müsste mehr als ein Werth w innerhalb K zugehören, 
was nach a) und c) nicht möglich ist. 

Man kann auch beweisen, dass von den auf F befindlichen Verzweigungs- 
punkten der algebraischen Function lo von s es die beiden Endpunkte allein 
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sind, für welche Werthe w auf der Peripherie von K zu den gleichen Warzela 
der Gleichung (1.) gehören. Allein für unseren Zweck genügt es zu wissen, 
dass Verzweigungspuiikte überhaupt nur in endlicher Anzahl vorhanden sind. 

Wenn iv die Peripherie von K beschreibt, so Icann demnach gemäss dem 
eben festgestellten Satze kein noch so kleiner endlicher Theii der Linie F 
mehr als zweimal zurückgelegt werden. Es ergiebt sich also mit Rücksicht 
auf e) der Satz: 

Jedem von den beiden Endpunkten von T verschiedenen Punkte 
si dieser Linie entsprechen zwei und nur zwei Punkte w auf der 
Peripherie von-JC. Diese beiden Punkte fallen für jeden der End- 
punkte in einen einzigen zusammen, 

h) Aus dem Vorhergehenden folgt, dass von den Curven ß', (5", ... eine 
mit der Peripherie von K coincidirt, während von den übrigen kein Theil 
innerhalb K oder auf der Peripherie von K gelegen ist, Dass kein Theil 
derselben innerhalb K liegen kann, ist durch d) bewiesen. Dass- aber auch 
344] kein Theil auf die Peripherie von K fallen kann, ergiebt sich daraus, dass 
sonst im Widerspruch zu dem Satze in g) Werthen von s auf F mehr als zwei 
Werthe w auf der Peripherie von K entsprechen müssteu. 

Man kann zeigen, dass die Curven S', E", .--i "iit Ausschluss derjenigen, 
welche mit der Peripherie von K zusammenfallt, diese Peripherie nirgends 
schneiden. Den Beweis dieses Satzes, welchen wir für unsern Zweck nicht 
brauchen, wollen \vir jedoch hier unterdrücken. 

i) Aus dem Satze in g) ergiebt sich Folgendes: Bewegt sich der Punkt 
w auf der Peripherie von K, so bewegt sich eine und nur eine Wurzel w 
der Gleichung (2.) auf derselben Peripherie. Vollendet w seinen Umlauf, 
so hat MJj ebenfalls einen vollständigen Umlauf vollzogen und um- 
gekehrt. Denn sonst würden mehr als zwei Punkte der Peripherie von K 
demselben Werthe 3 entsprechen müssen. 

Aus Gleichung (6.) ergiebt sich, dass sich w und w^ in entgegen- 
gesetzter Richtung auf der Peripherie von K bewegen. Sie müssen sich 
deshalb während eines vollständigen LTmlaufes zweimal begegnen. Es wird 
daher während eines Umlaufes die halbe Differenz der Argumente von 
w und jfij alle Werthe zwisclien Null und 27c und zwar jeden Werth 
nur einmal annehmen. 
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3. 

"VVir können den Mittelpunkt des Kreises K als Anfangspunkt der w 
betrachten. Ist nämlich ]m der zum Mittelpunkt gehörige complexe Werth, 
so würde die Substitution von v für w — m eine rationale Function von v liefern, 
welche die ^-Ebene mit Ausschluss von F auf eine um den Anfang der v 
beschriebene Kreisfläche abbildete. 

Es sei 

Z(ii!) -^ ö„ + »1 iy + — !- a„tD", 





^^■^ \ N{w) = h^ + h,to + .: + b„io\ 




Setzt man 




(2.) aA-"A = «ffl. 


so 


ist 




fa ) ,1 (.., ,,.\ v ., /„. ,.,U *'''i ~ *" 




\^-) 'f\Pi>i'^) 2i%-W'*'^ w —iv ' 




(;>fc; k=^(),l,...,n; Z = 0, 1, . . .,«). 




Setzt man 




(4.) w = Ee'^\ w, = J?r'\ 


so 


ist 




(5,) <:z± ^ j-^^^(,,+<p)Y-^^i/(?^.iL 

Wj — jy ■- sm-^cpj — rp) 




Bezeichnen wir 




(e.) V^ = *, iil_t., ü.*.' = ., 5Bil 


so 


hat man: 




(7.) 4-? = s,^^-. 



[34s 



■- Sx, 



Es geht demnach die Gleichung (2.) voriger Nummer für die Werthe (4.) 
über in 

(;>.ft; fc^o,], ...,m; ; = o,i,...,»). 

Nach dem Satze in i) voriger Nummer genügt jedem realen "Werthe von 
^ eine auf der Peripherie von K befindliche Wurzel v dieser Gleichung. 
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4. 

Ist der Grad n höher als der zweite, so kann nicht die Wurzel 
V der Gleichung (A.) unabhängig sein von '\i. 

Da nämlich nach No. 2, i) zu jeder Lage von w und lo^ während ihres 
Umlaufes auf der Peripherie von K nur ein hestimmter Werth von 4" gehört, 
so würde aus der Unabhängigkeit des v von 6 sich ergeben, dass v während 
des ganzen Umlaufes einen und denselben constanten Werth ft hätte. Nun ist 

(1.) tviv, = EV*'f+f''''=p% 

demnach wäre für den ganzen Umlauf 

(2.) wtv, = h\ 

Es Wäre danach längs der ganzen Peripherie von K 

(3.) Fi«) = f{'^} 

Da also F(w):F(-—\ längs dieser Peripherie den constanten Werth Eins 
hätte, so behielte dieser Quotient als rationale Function von w nach einem 
bekannten Satze denselben Werth in der ganzen tt'-Ebene, es wäre demnach 
die Gleichung (3.) allgemein gültig. 
345] Da mod h = ü, so ist für Werthe w ausserhalb K der Modul von 



kleiner als E. Sind daher rv[, w", .. ., w'"'" die n — l zu einem im Innern 
von K gelegenen Punkte w gehörigen Wni'zeln der Gleichung (2.) No. 2, 
welche nach No. 2, d) sämmtlich ausserhalb K befindlich sind, so giebt es 
auch n — 1 zu demselben Werthe w gehörige Wurzeln derselben Gleichung 
-^, —iT, ..., ■-„■-=ij) "iie innerhalb K liegen. 

Nach No. 2, d) ist dieses nur möglich, wenn n — ^ =^ 1, also «= 2 und 
^7 ^= IC ist. Q. c. d. 

5. 
Es ergiebt sich aus einer bekannten Formel: 
(1,) S^ = 2^-' cos^-''<> + Ai_i_^ cos'--' •!> + ■■■, S^ = 1, S, = l, 

wo jIjj^ji, ... numerische Grössen bedeuten. 
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Ordnet man daher die Gleichung (A.) nach Potenzen von cos([;, so er- 
hält man: 

(B.) H, ^E,{2v cos 'I') + H^{2v cos i)-)' + ■ • ■ + if„_, (2i; cos 6)""' = , 

"WO H eine ganze rationale Function von v bedeutet der Gestalt: 

(2.) ^■ = «,.M + - + ««,-.-.-.^""'" 

■worin wir nur die Coefficienten der nullten und der höchsten Potenz von v 
angegeben haben. 

Setzt man in Gleichung (B.) — \/— 1 für y/— 1 und bezeichnet die conju- 
girten Werthe der Constanten a^ mit a[^ und erwägt, dass — der conjugirte 
Werth des complexen Werthes v auf der Peripherie von K ist, so ergiebt 
sich die Gleichung: 

"WO 

(2-.) h; = «;,„_,_,J5''"^^-^'+'-' + fl;+,,,R''i;'"-'*-S 

worin wiederum nur der Coefficient der nullten und der höchsten Potenz von 
V angegeben ist. 

Eliminirt man zwischen den Gleichungen (B.) und (B'.) die Grösse 
2j;coSf]j, so müssen in dem Resultate der Elimination für n> 1 die [347 
einzelnen Coefficienten von « verschwinden, da nach voriger Nummer v nicht 
Ton 4' unabhängig sein kann. 



AVir behandeln zunächst einen besonderen Fall. Es sei nämlich erstens 
■6^ = 0, zweitens a^ = 0, und es wird drittens vorausgesetzt, dass von den 
Wurzeln der Gleichung 

(I,) ffi„ + a,«(i + — !'«„_,!('■''"' = 

keine im Innern von K, also sammtiiche auf der Peripherie von K und ausser- 
halb K befindlich sind. 

In diesem Falle sind h^ und «„ von Null verschieden, da sonst der Grad 
der rationalen Function F{w) nicht, wie wir voraussetzen, der n** wäre. Es 
ist femer h, von Null verschieden. Denn sonst wäre mj = eine Wurzel der 
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Gleichung (3.) ISo. 2, und es enthielte im Widersptuch zu No, 2, b) die Flache 
K in ihrem Mittelpunkte eine Wurzel dieser Gleichung. 

Da in diesem Falle dem Punkte 2 ^ oo der Piinkt w = im Innern von 
K entspricht, so liegen die Wurzeln der Gleichung: 

{2.) b^ + \w + --- + i„w''-' =^ 

ausserhalb K (No. 2,c) und d)). 

Aus den beiden ersten Voraussetzungen ergiebt sich 

(3.) a„„ = -%\, «ao = -aj. 

Setzen wir den Coefficienten von v" in dem für diesen Fall gebildeten 
Resultate der Elimination von 2«cosi[; aus den beiden Gleichungen (B.) und 
(B'.) gleich Null und dividiren die entstehende Gleichung durch a^b'^R™"''", 
wo b' der conjugirte Werth von b^ ist, so erhalten wir, wenn wir noch für die 
nach Euler und Bbzout gebildete Eliminationsresultante zweier Gleichungen; 

p^ + p,x + --- +p^x'' = 0, q^+q,x + --- + (i^x'' = 
in der Determinantenform die Bezeichnung einführen 

r^'o. Pu ■■■, i»«] 



(*■) 



wo a'. den conjugirten Werth von a^ darstellt. 

348] Die Resultante der Elimination von w zwischen der Gleichung (2.) und 

der folgenden: 

(5.) o4-i ''"'"'" + 'C-a J"^'""'' IC + ö^_3 j.Mi-ai jyi _| y (i[ w'^~' = 

wird aus A erhalten, wenn in letzterer Determinante r für R gesetzt wird, 
sie ist also, wenn man das Resultat dieser Substitution mit 1) bezeichnet: 

(6.) I> = 0. 

Dieser Gleichung genügt nach Gleichung (4.) )■ = R. Demnach hätten die 
Gleichungen (2.) und (5.) für r = ü jedenfalls eine Wurzel w gemeinschaftheh. 
Bezeichnen wir den Modul derselben mit s und setzen in Gleichung (5.) r = R 
und für w; den ihr mit Gleichung (2.) gemeinsamen Wuizelwerth, dessen con- 
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jugirter Werth — ist, und endlich — \/— 1 für V'^i so erhalten wir: 
(7.) «» + «1 — ^" + «4 — p'' +■■■ + "^«-1 — ) ''" ~ 0- 

Da die Wurzeln der Gleichung (2.) ausserhalb K liegen, so ist: 
(8.) s > .R, 

demnach 

(9.) modWw = ~<ß, 

deshalb sagt die Gleichung (7.) aus, dass die Gleichung (1.) eine Wurzel 
w^=:(—)w hätte, die innerhalb K gelegen ist. Dieses ist aber wegen der 
dritten Voraussetzung nicht möglich. 

Demnach ist unter den Voraussetzungen dieser Nummer die Ab- 
bildung der ganzen Ä'-Ebene mit Ausschluss der Linie T durch 
die rationale Function 2 = F{w) nicht möglich, wenn **>- 2. 



Es sei nunmehr allgemein 

(1.) ^ = -w4 = -fXi") 

eine reducirte rationale Function vom n'™ Grade, d. h. eine solche, in welcher 
der Zähler oder der Nenner oder beide zugleich vom w*°" Grade sind. Es 
werde vorausgesetzt, dass durch dieselbe die ganze ä- Ebene mit Ausschluss 
einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie r auf die um den Anfang [349 
der IV als Mittelpunkt mit dem Radius R beschriebenen Kreisfläche K ein- 
deutig abgebildet werde. 

Es sei a ein Punkt auf der Peripherie von K, für den z weder Null noch 
unendlich, und 



%) 



■zw 



gesetzt. Sind a^ und b^ die Coefficienten der höchsten Potenzen von w resp. 
im Zähler und Nenner von (1.), so kann nicht für jedes ß auf der Peripherie 
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sein, weil sonst die rationale Punction F[w) auf dieser Peripherie, also nach, 
einem bekannten Satze überall constant wäre, Es werde nun vorausgesetzt,, 
dass a ein Punkt sei, für den die Gleichung (U.) nicht erfüllt ist. 
Alsdann ist 
(4.) . p]^{iv) + qZ(w) = Z,(w) 

eine ganze rationale Function vom «'*" Grade, welche für w = k verschwindet. 
Die Ebene j, welche mit der ^-Ebene durch die Beziehung; 



(5,) 



P + q^ 



in welcher r und s noch zu bestimmende Grössen sind, verbunden ist, wird 
mit Ausschluss einer eine Eläche nicht einschliessenden Linie (^ auf die 
Kreisfläche K abgebildet durch die Substitution: 

^^■■* ^ " NM' 

wo 

(7). JV,(w) ^ rN{w) + sZ(w). 

Der Zähler Z^(iv), welcher für den Punkt k der Peripherie von K ver- 
schwindet, kann nur noch in einem anderen Punkte der Peripherie Null 
werden {No. 2,g)). Ist daher h>2, so giebt es noch ausserhalb K (No. 2, c)) 
im Endlichen befindliche Punkte, für welche Z^{w) verschwindet. Ein solcher 
sei y. Nun bestimme man r und s so, dass 



(8.) 



^(f) 



350] sei, wo y' den conjugirten Werth von y darstellt. Durch die Substitution; 

(9.) w = «fL+jri_ 



(10.) ß = y- 

und Q und unbestimmte von Null verschiedene Grössen sind, wird die Kreis- 
fläche K auf die Pläche des um den Anfang der Yo als Mittelpunkt in der 
to- Ebene beschriebenen Kreises ^ abgebildet. 
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so wird durch, die Substitution {9.) 

(12.) ä = -^ „Ir — 

eine rationale l^'unction von tu, welche den drei Voraussetzungen der vorigen 
Nummer genügt. Es ist erstlich der Coefficient von id" des Nenners Null, 
zweitens der Coefficient von ni""' des Zählers Null , drittens entspricht 
dem Punkte j = ** ^er auf der Peripherie von S liegende Werth. 

^ ^ g ß~a 

a a-y' 

also kein Punkt innerhalb K (No. 2, c)). 

Da also aus der Abbildung der .?-Ebene auf die Fläche K die der J-Ebene 
auf die Fläche ^ (Gl. (12.}) folgt, die letztere aber nach voriger Nummer 
nicht möglich ist, so ergiebt sich der allgemeine Satz: 

Es ist nicht möglich, durch eine rationale Function von tu 
höheren als zweiten Grades die ganze ^-Ebene mit Ausschluss 
einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie auf eine Kreis- 
fläche in der ^r-Ebene eindeutig abzubilden. 

8. 

Für n^ 2 wird die Gleichung (2.) No. 2 nach Gleichung (3.) No. 3: 

(1.) «,„ + ii,o(w, + w)+ »5,«),» = 0. 

Eine Abbildung der ^- Ebene mit Ausschluss der Linie F auf die In 
der w-Ebene um den Anfang der tv als Mittelpunkt mit dem Radius R [351 
beschriebene Kreisfläche K wird stattfinden, wenn durch die Gleichung (1 .) 
das Innere des Kreises K auf das Äussere desselben abgebildet wird. 

Es beschreibe w die Peripherie von K, so beschreibt ?c dieselbe Peri- 
pherie, wenn die Gleichung erfüllt ist: 

(2.) -^^'<a„-«;o«,i, = 0. 
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Dem Punkte tc = des Innern von K entspricht der Punkt 

Demnach werden die Punkte w^ des Ausseren von K den Punkten w im 
Innern von K entsprechen, wenn 

mod —^ > E , 
oder 

(3.) -?H-"il>.JJ>. 



Ein zweiter Beweis unseres Satzes am Schlüsse der Nr. 7 könnte auf 
folgendem Wege geliefert werden. 
Bringt man die Gleichung 
(1.) B = F(w) 

auf die Form 

(2.) (a.^h.e) -\- (a,-\s)iD + (a,^b^e)vf +■■■-{■ (a^- 1^^)10" = 0, 

setzt in derselben: 

P-) " = «fei-' 

und bezeichnet die dadurch entstehende Gleichung mit 

(4.) Fiu) = 0, 

so ist nach einem Satze, welchen ich in meiner Arbeit d. J., Bd. 75, S. 188^)) 
aus der Abhandlung des Herrn Hermite (Extrait d'une lettre k M. Borchardt, 
d. J. Bd. 52, S. 45) hergeleitet, die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung, 
in denen der Coefiicient von i negativ ist, gleich der Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung (2.), die innerhalb des mit dem Radius R um den Anfang der 
w beschriebenen Kreises K liegen. 

352] Es müsste demnach, wenn die ganze ^^-Ebene mit Ausschluss der Linie 
r auf die Kreisfläche K durch die Substitution (1.) abzubilden wäre, für jeden 
nicht r angehörigen Werth von s die Gleichung (4.) eine und nur eine 
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Wurzel haben, in welcher der Coefficient von i negativ iat. Die Anzahl der 
Wurzeln mit negativem Coefficienten von i der Gleichung (4.) ist aber, wie 
Herr Hebmite (1. c.) lehrt, gleich der Anzahl der negativen Quadrate, welche 
auftreten, wenn eine gewisse quadratische form ^ in eine Summe von Qua- 
draten transformirt wird. 

Ist 3 ^ x + yi, so sind die Coefficienten [der .f'orra ^ Formen höherer 
Ordnung der Vaxiabeln x und y. Ebenso die Coefficienten der Quadrate in 
der transformirten Form. Man hätte nun nachzuweisen, dass für w>2 diese 
letzteren Formen nicht so beschaffen sein können, dass für jeden 
Werth von x und p stets eine und nur eine derselben negativ sei. 

Wia^d umgekehrt unser Satz als bewiesen vorausgesetzt, so ergäben sich 
aus der eben angedeuteten Untersuchung interessante Eigenschaften jener 
quadratischen Formen. 

Einen dritten Beweis unseres Satzes, welcher durch Zuhülfenahme der 
die algebraische Function iv von ^ der Gleichung (l.) darstellenden Eiemakn- 
schen Fläche, deren Construction unter Berücksichtigung der Sätze in Nr. 2 
leicht auszuführen ist, geliefert werden kann, behalten wir uns für eine andere 
Gelegenheit vor. 

Greifswald, im Februar 1874. 
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ANMERKUNGEN. 



1) Änderungen gegen das Origiua 

Es wurdo; 

S. 459, Zeile 6 v. u. .nach. 
„ 460, „ 2 liegt statt liegen gesetzt, 
„ 464, „ 2 V. u. Si statt S gesetzt, 

„ 471, „ 1 zwischen iDie« and sAnnalik die Wendung »Entscheidung über die« u 
drückt. 

2) Zu der Ko. 1 vergl, die folgende Abhandlung XVIII. Sch. 



Hosted by 



Google 



XYIIL 

UBEE DIE ABBILDUNG DUECH ALGEBRAISCHE FUNCTIONEN. 

Anhang zur Alihandlung Bd, 77, S. 339 ff. dieses Jonrnals ^}. 
(Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78, 1876, S. 338—339.) 

In meiner Arbeit (Bd. 77 dieses Journals S. 339ff.^)) ist der Nach- [338 
weis geliefert worden, dass unter den rationalen Functionen s von w die vom 
zweiten Grade allein die ganze ^- Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche 
nicht einschliessenden Linie auf die Fläche eines Kreises in der w- Ebene 
eindeutig abzubilden vermögen. 

In derselben Arbeit ist der Giiamd angegeben, wanim unter den alge- 
braischen Functionen ^ von %v die rationalen allein in Bezug auf die 
Möglichkeit der Leistung einer solchen Abbildung durch dieselben untersucht 
worden (ebendaselbst S. 340*), No. 1). Um Missverständnissen vorzubeugen, 
acheint es nÖthig, diesen Grand etwas näher zu erörtern. 

Die Abbildung der ganzen ^'-Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche 
nicht einschliessenden Linie T auf eine Kreisfläche K in der to -"Ebene ver- 
mittelst einer algebraischen Function 3 von w kann in einem doppelten Sinne 



Erstlich könnte die Abbildung durch den gesammten Werthvorrath 
der algebraischen Function s von iv ei-folgen, 

Zweitens könnte dieselbe durch einzelne Zweige derselben Function 
geleistet werden. 
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